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Exercices @ Logique, ensembles, raisonnements 


Quelques motivations 


- Il est important d’avoir un langage rigoureux. La langue française est souvent ambigüe. 
Prenons l'exemple de la conjonction «ou » ; au restaurant « fromage ou dessert » signifie l’un 
ou l’autre maïs pas les deux. Par contre si dans un jeu de carte on cherche « Les as ou les 
cœurs » alors il ne faut pas exclure l’as de cœur. Autre exemple : que répondre à la question 
«As-tu 10 euros en poche ? » si l’on dispose de 15 euros? 

- Ily a des notions difficiles à expliquer avec des mots : par exemple la continuité d’une fonction 
est souvent expliquée par « on trace le graphe sans lever le crayon ». Il est clair que c’est une 
définition peu satisfaisante. Voici la définition mathématique de la continuité d’une fonction 
f:I—R en un point x el: 


Ve>0 3ô>0 Vxel (Ix-xol <ô = |f(x) — f(xo)l < €). 


C’est le but de ce chapitre de rendre cette ligne plus claire! C’est la logique. 

— Enfin les mathématiques tentent de distinguer le vrai du faux. Par exemple «Est-ce qu’une 
augmentation de 20%, puis de 30% est plus intéressante qu’une augmentation de 50% ? ». Vous 
pouvez penser « oui » ou «non », mais pour en être sûr il faut suivre une démarche logique 
qui mène à la conclusion. Cette démarche doit être convaincante pour vous mais aussi pour 
les autres. On parle de raisonnement. 


Les mathématiques sont un langage pour s'exprimer rigoureusement, adapté aux phénomènes 
complexes, qui rend les calculs exacts et vérifiables. Le raisonnement est le moyen de valider — 
ou d’infirmer — une hypothèse et de l’expliquer à autrui. 


1. Logique 


1.1. Assertions 


Une assertion est une phrase soit vraie, soit fausse, pas les deux en même temps. 
Exemples : 

— «IT pleut. » 

— «Je suis plus grand que toi. » 

— «2+2=4» 
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_ «2x3—= 7» 
— «Pour tout x € R, on a x? > Q. » 
— «Pour tout z €C, on a |z| = 1. » 


Si P est une assertion et Q est une autre assertion, nous allons définir de nouvelles assertions 
construites à partir de P et de Q. 
L'opérateur logique « et » 


L'assertion « P et Q » est vraie si P est vraie et Q est vraie. L’assertion « P et Q » est fausse sinon. 


On résume ceci en une fable de vérité : 


P\QIvIF 
V VIF 
F FIF 


FIGURE 1.1 — Table de vérité de « P et Q » 


Par exemple si P est l’assertion « Cette carte est un as » et Q assertion « Cette carte est cœur » alors 
l’assertion « P et Q » est vraie si la carte est las de cœur et est fausse pour toute autre carte. 


L'opérateur logique « ou » 


L'assertion « P ou Q » est vraie si l’une des deux assertions P ou Q est vraie. L'assertion «P ou Q » 
est fausse si les deux assertions P et Q sont fausses. 


On reprend ceci dans la table de vérité : 


P\QIV'F 
v viv 
F ÎVĪÍF 


FIGURE 1.2 — Table de vérité de « P ou Q » 


Si P est l’assertion « Cette carte est un as » et Q l’assertion « Cette carte est cœur » alors l’assertion 
«P ou Q » est vraie si la carte est un as ou bien un cœur (en particulier elle est vraie pour l’as de 
cœur). 


Remarque 


Pour définir les opérateurs «ou », «et » on fait appel à une phrase en français utilisant les 
mots ou, et ! Les tables de vérités permettent d'éviter ce problème. 


La négation « non » 


L'assertion « non P » est vraie si P est fausse, et fausse si P est vraie. 


P |VIF 
nonP|F|V 


FIGURE 1.3 — Table de vérité de «non P » 
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L'implication — 


La définition mathématique est la suivante : 


L'assertion «(non P) ou Q » est notée «P => Q». 


Sa table de vérité est donc la suivante : 


P\QIV'F 
v VIF 
F |v|v 


FIGURE 1.4 — Table de vérité de «P => Q» 


L'assertion « P => Q » se lit en français « P implique Q ». 
Elle se lit souvent aussi « si P est vraie alors Q est vraie » ou «si P alors Q ». 
Par exemple : 
- «0<x<25 — vyx <5» est vraie (prendre la racine carrée). 
_ «x €]- œ, —4[ => x2+3x-4> 0» est vraie (étudier le binôme). 
— «sin(0)=0 => 0 =0» est fausse (regarder pour 0 = 27 par exemple). 
—- «2+92=-5 — 2-2» est vraie! Eh oui, si P est fausse alors l’assertion «P — Q » est 


toujours vraie. 


L'équivalence — 


L'équivalence est définie par : 


«P <> Q » est l’assertion «(P => Q) et (Q = P)». | 


On dira « P est équivalent à Q » ou « P équivaut à Q » ou «P si et seulement si Q ». Cette assertion 


est vraie lorsque P et Q sont vraies ou lorsque P et Q sont fausses. La table de vérité est : 


P\QIVIF 
V [VIF 
F FIV 


FIGURE 1.5 — Table de vérité de «P > Q » 


Exemples : 

- Pour x,x' € R, équivalence « x- x'=0 <> (x = 0 ou x' = 0)» est vraie. 

— Voici une équivalence toujours fausse (quelque soit l’assertion P) : «P = non(P)». 
On s'intéresse davantage aux assertions vraies qu’aux fausses, aussi dans la pratique et en dehors 
de ce chapitre on écrira «P <> Q » ou «P => Q » uniquement lorsque ce sont des assertions 
vraies. Par exemple si l’on écrit «P <> Q » cela sous-entend « P = Q est vraie ». Attention rien 
ne dit que P et Q soient vraies. Cela signifie que P et Q sont vraies en même temps ou fausses en 
même temps. 
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Proposition 1 


Soient P,Q, R trois assertions. Nous avons les équivalences (vraies) suivantes : 


1. P <= non(non(P)) 
. (P et Q) => (Q et P) 
. (P ou Q) = (Q ou P) 
. non(P et Q) = (non P) ou (non Q) 
. non(P ou Q) => (non P)et (non Q) 
: (P et (Q ou R)) <> (P et Q) ou (P et R) 
. (P ou (Q et R)) = (P ou Q)et (P ou R) 


. «P => Q» = «non(Q) = non(P)» 


Démonstration 


Voici des exemples de démonstrations : 

4. Il suffit de comparer les deux assertions « non(P et Q)» et «(non P) ou (non Q)» pour toutes les 
valeurs possibles de P et Q. Par exemple si P est vrai et Q est vrai alors « P et Q » est vrai donc 
«non(P et Q)» est faux; d'autre part (non P) est faux, (non Q) est faux donc «(non P) ou (non Q)» 
est faux. Ainsi dans ce premier cas les assertions sont toutes les deux fausses. On dresse ainsi 
les deux tables de vérités et comme elles sont égales les deux assertions sont équivalentes. 


POINTE 
VR y 
Iy y 


FIGURE 1.6 — Tables de vérité de « non(P et Q)» et de «(non P) ou (non Q)» 


6. On fait la même chose mais il y a trois variables : P, Q, R. On compare donc les tables de vérité 
d’abord dans le cas où P est vrai (à gauche), puis dans le cas où P est faux (à droite). Dans les 
deux cas les deux assertions « (P et (Q ou R)) » et « (P et Q) ou (P et R)» ont la même table de 
vérité donc les assertions sont équivalentes. 


Q\RIVİF Q\RIVIF 
VEN EAN V FF 
F [VIF F IF F 


8. Par définition, l'implication «P — Q » est l’assertion «(non P) ou Q ». 
Donc l'implication «non(Q) => non(P)> est équivalente à «non(non(Q)) ou non(P)» qui équivaut 
encore à « Q ou non(P) » et donc est équivalente à «P => Q ». On aurait aussi pu encore une 
fois dresser les deux tables de vérité et voir quelles sont égales. 


1.2. Quantificateurs 
Le quantificateur y : « pour tout » 


Une assertion P peut dépendre d’un paramètre x, par exemple «x? > 1», l’assertion P(x) est vraie 
ou fausse selon la valeur de x. 
L’assertion 

VxeE P(x) 
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est une assertion vraie lorsque les assertions P(x) sont vraies pour tous les éléments x de l’en- 
semble E. 
On lit « Pour tout x appartenant à E, P(x) », sous-entendu « Pour tout x appartenant à E, P(x) est 
vraie ». 
Par exemple : 

- «Vxe[l,+oo[ (x?>1)>»est une assertion vraie. 

- «YxER (x?>1)» est une assertion fausse. 

— «VneN n(n+1)est divisible par 2 » est vraie. 


Le quantificateur 3 : « il existe » 


L'assertion 
3xeE P(x) 


est une assertion vraie lorsque l’on peut trouver au moins un x de E pour lequel P(x) est vraie. On 
lit «il existe x appartenant à E tel que P(x) (soit vraie) ». 
Par exemple : 

— «JxER (x(x-— 1) < 0)» est vraie (par exemple x = i vérifie bien la propriété). 

- «ineN n? 


n = 10 ou même n = 100, un seul suffit pour dire que l’assertion est vraie). 


-n >n » est vraie (il y a plein de choix, par exemple n = 3 convient, mais aussi 
- «JxER (x? = -—1)» est fausse (aucun réel au carré ne donnera un nombre négatif). 
La négation des quantificateurs 


La négation de«VxeE P(x)» est «3xeE non P(x)». i 


Par exemple la négation de «Vxe[1,+o0[ (x? > 1) » est Passertion «x € [1,+o0] (x? < 1)». En 


effet la négation de x? > 1 est non(x? > 1) mais s'écrit plus simplement x? < 1. 


La négation de «3xe E P(x)» est «VxeE non P(x)». i 


Voici des exemples : 
- La négation de«32EC (2?+z2+1=0)»est«VzeC (z?+z+1#0)». 
— La négation de «VxeR (x+1eZ)»est«1xER (x+1¢Z)». 
— Ce n’est pas plus difficile d'écrire la négation de phrases complexes. Pour l’assertion : 


VxeR Jy>0 (x+7y3>10) 


sa négation est 
IxeR Vy>0 (x+y< 10). 
Remarques 


L'ordre des quantificateurs est très important. Par exemple les deux phrases logiques 
VxeR 1yEeR (x+y>0) et AyER VxeR (x+y>0). 


sont différentes. La première est vraie, la seconde est fausse. En effet une phrase logique se lit de 
gauche à droite, ainsi la première phrase affirme « Pour tout réel x, il existe un réel y (qui peut donc 
dépendre de x) tel que x + y > 0. » (par exemple on peut prendre y = x +1). C’est donc une phrase 
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vraie. Par contre la deuxième se lit : « IL existe un réel y, tel que pour tout réel x, x + y > 0. » Cette 
phrase est fausse, cela ne peut pas être le même y qui convient pour tous les x! 

On retrouve la même différence dans les phrases en français suivantes. Voici une phrase vraie 
« Pour toute personne, il existe un numéro de téléphone », bien sûr le numéro dépend de la personne. 
Par contre cette phrase est fausse : « Il existe un numéro, pour toutes les personnes ». Ce serait le 
même numéro pour tout le monde ! 


Terminons avec d’autres remarques. 

— Quand on écrit «3x € R (f(x) = 0) » cela signifie juste qu’il existe un réel pour lequel f 
s’annule. Rien ne dit que ce x est unique. Dans un premier temps vous pouvez lire la phrase 
ainsi : «il existe au moins un réel x tel que f(x) = 0 ». Afin de préciser que f s’annule en une 
unique valeur, on rajoute un point d'exclamation : 


AxeR (f(x) =0). 


— Pour la négation d’une phrase logique, il n’est pas nécessaire de savoir si la phrase est 
fausse ou vraie. Le procédé est algorithmique : on change le « pour tout » en «il existe » et 
inversement, puis on prend la négation de l’assertion P. 

— Pour la négation d’une proposition, il faut être précis : la négation de l'inégalité stricte « < » 
est l'inégalité large « > », et inversement. 

— Les quantificateurs ne sont pas des abréviations. Soit vous écrivez une phrase en français : 
« Pour tout réel x, si f(x) = 1 alors x > 0.» , soit vous écrivez la phrase logique : 


VxeR (f(x)=1 = x2>0). 


Mais surtout n’écrivez pas « Vx réel, si f(x) = 1 => x positif ou nul». Enfin, pour passer 
d’une ligne à l’autre d’un raisonnement, préférez plutôt « donc » à « => ». 
— Il est défendu d'écrire A, Æ> . Ces symboles n’existent pas! 


Mini-exercices 


. Écrire la table de vérité du «ou exclusif ». (C’est le ou dans la phrase «fromage ou 
dessert », l’un ou l’autre mais pas les deux.) 


. Écrire la table de vérité de «non (P et Q) ». Que remarquez vous ? 
. Écrire la négation de «P => Q». 


. Démontrer les assertions restantes de la proposition 1. 


. Écrire la négation de « (P et (Q ou R)) ». 


. Écrire à l’aide des quantificateurs la phrase suivante : « Pour tout nombre réel, son carré 
est positif ». Puis écrire la négation. 


. Mêmes questions avec les phrases : « Pour chaque réel, je peux trouver un entier relatif 
tel que leur produit soit strictement plus grand que 1 ». Puis « Pour tout entier n, il existe 
un unique réel x tel que exp(x) égale n ». 


2. Raisonnements 


Voici des méthodes classiques de raisonnements. 
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2.1. Raisonnement direct 


On veut montrer que l’assertion «P => Q » est vraie. On suppose que P est vraie et on montre 
qu’alors Q est vraie. C’est la méthode à laquelle vous êtes le plus habitué. 


Exemple 1 


Montrer que si a,b € Q alors a+b € Q. 


Démonstration 

Prenons a € Q, b € Q. Rappelons que les rationnels Q sont l’ensemble des réels s’écrivant A avec 
pEZetqEN*. 

Alors a = g pour un certain p € Z et un certain q € N*. De même b = z avec p' EZ et g'E N*. 


Maintenant 


_P,p'_pqa+qp 


! 


Or le numérateur pq’ +qp' est bien un élément de Z ; le dénominateur qq' est lui un élément de 
N*. Donc a +b s’écrit bien de la forme a + b = 2r avec p” € Z, q" € N*. Ainsia +b € Q. 


2.2. Cas par cas 


Si l’on souhaite vérifier une assertion P(x) pour tous les x dans un ensemble E, on montre lasser- 
tion pour les x dans une partie A de E, puis pour les x nappartenant pas à A. C’est la méthode de 
disjonction ou du cas par cas. 


Exemple 2 


Montrer que pour tout x € R, |x- 1| <x? -x+ 1. 


Démonstration 
Soit x € R. Nous distinguons deux cas. 


Premier cas : x > 1. Alors |x- 1| = x— 1. Calculons alors x? 


a a 1. 


x? -x+1-|x-1|=x?-x+1-(x-1) 


=x? —-2x+2 


=(x-1)}+1>0. 


2 2 


Ainsi xf- x +1- |x- 1| > 0 et donc xf -x+ 1> |x- 1l. 
Deuxième cas : x < 1. Alors |x— 1| = —(x— 1). Nous obtenons x 
x? > 0. Et donc x? -x+1> |x- 1l. 

Conclusion. Dans tous les cas |x- 1| < x? -x+ 1. 


2 


x+1-|x-1|=x?-x+1+(x-1)= 


2.3. Contraposée 


Le raisonnement par contraposition est basé sur l’équivalence suivante (voir la proposition 1) : 


L'assertion «P => Q » est équivalente à «non(Q) => non(P)». 


Donc si l’on souhaite montrer l’assertion «P => Q », on montre en fait que si non(Q) est vraie 
alors non(P) est vraie. 
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Exemple 3 


Soit n € N. Montrer que si n? est pair alors n est pair. 


Démonstration 


2 


Nous supposons que n n’est pas pair. Nous voulons montrer qu’alors n° n’est pas pair. Comme 


n n’est pas pair, il est impair et donc il existe k € N tel que n = 2k +1. Alors n? = (2k + 1)? = 
4k? +4k +1 = 20 +1 avec l = 2k?+2k € N. Et donc n? est impair. 

Conclusion : nous avons montré que si n est impair alors n? est impair. Par contraposition ceci 
est équivalent à : si n? est pair alors n est pair. 


2.4. Absurde 


Le raisonnement par l’absurde pour montrer «P = Q » repose sur le principe suivant : on 
suppose à la fois que P est vraie et que Q est fausse et on cherche une contradiction. Ainsi si P est 
vraie alors Q doit être vraie et donc «P => Q » est vraie. 


Exemple 4 


: -a _ b Z 
Soient a,b > 0. Montrer que si 55 = gg alors a = b. 


Démonstration 


: 7 EEDE EEE 
Nous raisonnons par l’absurde en supposant que f5 = 57 et a # b. Comme $5 = qrg alors 


a(1+a)=b(1+b) donc a +a? = b +b? d’où a? - b? = b-a. Cela conduit à (a — b)(a + b) = —(a — b). 
Comme a # b alors a — b # 0 et donc en divisant par a — b on obtient a +b = —1. La somme de deux 
nombres positifs ne peut être négative. Nous obtenons une contradiction. 


Conclusion : si 7 = ne alors a = b. 


Dans la pratique, on peut choisir indifféremment entre un raisonnement par contraposition ou par 
l'absurde. Attention cependant de bien écrire quel type de raisonnement vous choisissez et surtout 
de ne pas changer en cours de rédaction ! 


2.5. Contre-exemple 


Si l’on veut montrer qu’une assertion du type «VxeÆ P(x)» est vraie alors pour chaque x de E 
il faut montrer que P(x) est vraie. Par contre pour montrer que cette assertion est fausse alors 
il suffit de trouver x € E tel que P(x) soit fausse. (Rappelez-vous la négation de «Yxe E P(x)» 
est «Jx€ E non P(x)»). Trouver un tel x c’est trouver un contre-exemple à l’assertion « Yx € 
E P(x)». 


Exemple 5 


Montrer que l’assertion suivante est fausse « Tout entier positif est somme de trois carrés ». 
(Les carrés sont les 0°, 12, 22, 32,... Par exemple 6 = 22 + 12 +12.) 


Démonstration 
Un contre-exemple est 7 : les carrés inférieurs à 7 sont 0, 1, 4 mais avec trois de ces nombres on 
ne peut faire 7. 


2.6. Récurrence 


Le principe de récurrence permet de montrer qu’une assertion P(n), dépendant de n, est 
vraie pour tout n € N. La démonstration par récurrence se déroule en trois étapes : lors de 
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l’initialisation on prouve P(0). Pour l'étape d’hérédité, on suppose n > 0 donné avec P(n) vraie, 
et on démontre alors que l’assertion P(n + 1) au rang suivant est vraie. Enfin dans la conclusion, 
on rappelle que par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n € N. 


Exemple 6 


Montrer que pour tout n EN, 2” >n. 


Démonstration 
Pour n > 0, notons P(n) l’assertion suivante : 


2" >n. 


Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n > 0. 

Initialisation. Pour n = 0 nous avons 2° = 1 > 0. Donc P(0) est vraie. 

Hérédité. Fixons n > 0. Supposons que P(n) soit vraie. Nous allons montrer que P(n +1) est 
vraie. 


on+1 z on de on 
>n+2" car par P(n) nous savons 2” >n, 


>n+1 car 2” 21. 


Donc P(n + 1) est vraie. 
Conclusion. Par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n > 0, c’est-à-dire 2” > n pour 
tout n > 0. 


Remarques : 

— La rédaction d’une récurrence est assez rigide. Respectez scrupuleusement la rédaction 
proposée : donnez un nom à l’assertion que vous souhaitez montrer (ici P(n)), respectez les 
trois étapes (même si souvent l'étape d’initialisation est très facile). En particulier méditez 
et conservez la première ligne de l’hérédité « Fixons n > 0. Supposons que P(n) soit vraie. 
Nous allons montrer que P(n + 1) est vraie. » 

— Si on doit démontrer qu’une propriété est vraie pour tout n > no, alors on commence l’initia- 
lisation au rang no. 

— Le principe de récurrence est basé sur la construction de N. En effet un des axiomes pour 
définir N est le suivant : « Soit A une partie de N qui contient 0 et telle que si n € À alors 
n+1e À. Alors À =N». 


Mini-exercices 


1. (Raisonnement direct) Soient a,b € R}. Montrer que si a < b alors a < arb <beta< 


Vab<b. 


2. (Cas par cas) Montrer que pour tout n € N, n(n + 1) est divisible par 2 (distinguer les n 
pairs des n impairs). 


3. (Contraposée ou absurde) Soient a,b € Z. Montrer que si b Z 0 alors a + bV2 ¢ Q. (On 
utilisera que V2 ¢ Q.) 


4. (Absurde) Soit n € N*. Montrer que Vn? +1 n’est pas un entier. 


5. (Contre-exemple) Est-ce que pour tout x € R on a x < 2 => x? <4? 
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6. (Récurrence) Montrer que pour tout n > 1, 1+2+---+n= TDA 


7. (Récurrence) Fixons un réel x > 0. Montrer que pour tout entier n > 1, (1+x)” > 1+nx. 


Auteurs 
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Exercices ¢ Logique, ensembles, raisonnements 
Exercices @ Injection, surjection, bijection 
Exercices @ Dénombrement 


Exercices @ Relation d’équivalence, relation d’ordre 


Motivations 


Au début du XX° siècle le professeur Frege peaufinait la rédaction du second tome d’un ouvrage 
qui souhaitait refonder les mathématiques sur des bases logiques. Il reçut une lettre d’un tout 
jeune mathématicien : « Jai bien lu votre premier livre. Malheureusement vous supposez qu’il 
existe un ensemble qui contient tous les ensembles. Un tel ensemble ne peut exister. » S’ensuit une 
démonstration de deux lignes. Tout le travail de Frege s’écroulait et il ne s’en remettra jamais. Le 
jeune Russell deviendra l’un des plus grands logiciens et philosophes de sont temps. Il obtient le 
prix Nobel de littérature en 1950. 

Voici le « paradoxe de Russell » pour montrer que l’ensemble de tous les ensembles ne peut exis- 
ter. C’est très bref, mais difficile à appréhender. Par l’absurde, supposons qu’un tel ensemble & 
contenant tous les ensembles existe. Considérons 


F={E célE6E). 


Expliquons l'écriture E ¢ E : le E de gauche est considéré comme un élément, en effet l’ensemble 
& est l’ensemble de tous les ensembles et E est un élément de cet ensemble; le Æ de droite 
est considéré comme un ensemble, en effet les élément de & sont des ensembles! On peut donc 
s'interroger si l'élément E appartient à l’ensemble E. Si non, alors par définition on met E dans 
l’ensemble F. 
La contradiction arrive lorsque l’on se pose la question suivante : a-t-on F € F ou F ¢ F ? Lune des 
deux affirmation doit être vraie. Et pourtant : 

— Si F € F alors par définition de F, F est l’un des ensembles E tel que F ¢ F. Ce qui est 

contradictoire. 


- Si F ¢ F alors F vérifie bien la propriété définissant F donc F € F ! Encore contradictoire. 
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Aucun des cas n’est possible. On en déduit qu’il ne peut exister un tel ensemble & contenant tous 
les ensembles. 

Ce paradoxe a été popularisé par l’énigme suivante : « Dans une ville, le barbier rase tous ceux 
qui ne se rasent pas eux-mêmes. Qui rase le barbier ? » La seule réponse valable est qu’une telle 
situation ne peut exister. 


Ne vous inquiétez pas, Russell et d’autres ont fondé la logique et les ensembles sur des bases solides. 
Cependant il n’est pas possible dans ce cours de tout redéfinir. Heureusement, vous connaissez 
déjà quelques ensembles : 

— l’ensemble des entiers naturels N = {0,1,2,3,...}. 
l’ensemble des entiers relatifs Z ={...,—-2,—1,0,1,2,...}. 
l'ensemble des rationnels Q = {? | p € Z,q € N\ {0}. 


l’ensemble des réels R, par exemple 1, V2, x, ln(2),... 


Pensemble des nombres complexes C. 


Nous allons essayer de voir les propriétés des ensembles, sans s'attacher à un exemple particulier. 
Vous vous apercevrez assez rapidement que ce qui est au moins aussi important que les ensembles, 
ce sont les relations entre ensembles : ce sera la notion ď'application (ou fonction) entre deux 
ensembles. 


1. Ensembles 


1.1. Définir des ensembles 


— On va définir informellement ce qu’est un ensemble : un ensemble est une collection d’élé- 
ments. 
- Exemples : 
{0,1}, frouge,noir}, {0,1,2,3,...} =N. 


— Un ensemble particulier est l’ensemble vide, noté Ø qui est l’ensemble ne contenant aucun 


si x est un élément de E, et x ¢ E dans le cas contraire. 


élément. 
- On note 


- Voici une autre façon de définir des ensembles : une collection d'éléments qui vérifient une 
propriété. 
- Exemples : 


{xeRlIx-21<1}, {2eCIz°=1}, {xeR|0O<x<1}=[0,1]. 


1.2. Inclusion, union, intersection, complémentaire 


— L'inclusion. E c F si tout élément de E est aussi un élément de F (autrement dit : Vx € 
E (x € F)). On dit alors que E est un sous-ensemble de F ou une partie de F. 
- L'égalité. E = F si et seulement si E c F et F c E. 
— Ensemble des parties de E. On note Z(E) l’ensemble des parties de E. Par exemple si 
E = {1,2,3} : 
P({1, 2,3) = {S, {1}, {2}, 13}, (1, 2}, {1, 3}, {2,3}, {1, 2, 8}}. 


—- Complémentaire. Si ACE, 


Ensembles et applications 


CsA- {xeE 1x6 A) 


On le note aussi E \ A et juste CA s’il n’y a pas d’ambiguïté (et parfois aussi A° ou A). 


E (a res 
AUB -={xeE|xeA ou x€B} ] 


Le «ou» n’est pas exclusif : x peut appartenir à À et à B en même temps. 


— Union. Pour A,BCE, 


- Intersection. 


AnB={xeElxeA etxcB} ] 


1.3. Règles de calculs 


Soient A,B,C des parties d’un ensemble E. 
- AnB=BNA 
- An(BnC)=(AnB)ncC (on peut donc écrire A NB NC sans ambigüité) 
- ANØ=Ø, ANnA=A, AcBANB=A 


- AUB=BUA 
- AU(BUC)=(AUB)UC (on peut donc écrire À UB UC sans ambiguïté) 
- AUS=A, AUA=A, AcB=AUB-B 


- An(BUC)=(AnB)U(ANnC) 
- AU(BNC)=(AUB)n(AUC) 


- C(CA)=A etdonc AcB<CB<cCA. 
- C(AnB)=CAUCB 
- C(AUB)=CANCB 


Voici les dessins pour les deux dernières assertions. 


CA CB 
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C(AnB)=CAuCB C(AUB)=CAnCB 


Les preuves sont pour l'essentiel une reformulation des opérateurs logiques, en voici quelques- 


unes : 
— Preuve de AN(BUC)=(ANB)U(ANC): xe AN(BUC) = xeAetxEe(BUC) = xE 
Aet(xeBouxeC) = (xeAetxeBjou(xeAetxeC) = (xE ANB) ou (x € ANC) = 
xe(ANnB)u(ANnC). 
- Preuve de L(A nB)=CA ULB : xeC(AnB) = xé(AnB) = non(xe AnB) = non(xe 
A et xe B) = non(xe A) ou non(x € B) = x¢ A oux¢ B = xeCAUCB. 


Remarquez que l’on repasse aux éléments pour les preuves. 


1.4. Produit cartésien 


Soient E et F deux ensembles. Le produit cartésien, noté E x F, est l’ensemble des couples (x, y) 


oùxeEetyer. 
Exemple 7 


1. Vous connaissez R2 =R x R = {(x, y) | x,y € R}. 
2. Autre exemple [0,1] x R= {(x,y)l0<x<1,y €R} 


y 


R 


3. [0,1] x [0,1] x [0,1] = {(x, y,2) [0 <x,y,2 < 1} 


y 
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Mini-exercices 


. En utilisant les définitions, montrer : A # B si et seulement s’il existe a € À \ B ou 
beB\A. 


. Énumérer ({1,2,3,4)). 


. Montrer AU(BNC)=(AUB)n(AUC) et C(AUB)=CA nCB. 
. Énumérer {1, 2, 3} x {1,2,3,4}. 


. Représenter les sous-ensembles de RÊ suivants : (10, 1[U[2, 31) x[-1, 1], (R\(O, 1[U[2, 8) x 
(R\I-1,1Dn10,21). 


2. Applications 


2.1. Définitions 


— Une application (ou une fonction) f : E — F, c’est la donnée pour chaque élément x € E 
d’un unique élément de F noté f(x). 
Nous représenterons les applications par deux types d'illustrations : les ensembles «patates», 
l’ensemble de départ (et celui d'arrivée) est schématisé par un ovale ses éléments par des 
points. L'association x — f(x) est représentée par une flèche. 


f 


| ) | | 
L'autre représentation est celle des fonctions continues de R dans R (ou des sous-ensembles 


de R). L'ensemble de départ R est représenté par l’axe des abscisses et celui d'arrivée par 


l'axe des ordonnées. L'association x — f(x) est représentée par le point (x, f(x)). 
Y, 


f(x) 


Ye 


X 


- Égalité. Deux applications f ,g : E — F sont égales si et seulement si pour tout x € E, f(x) = 
g(x). On note alors f = g. 
- Le graphe de f :E — F est 


Tr={(x,f@H)eExFlxeE} 


Ya 


ne 


x 
> 


- Composition. Soient f : E — F et g:F — G alors gof : E — G est l'application définie par 
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go f(x) = g(f(x)). 


f g 
gof 


Exemple 8 


1. L'identité, idg : E — E est simplement définie par x— x et sera très utile dans la suite. 
2. Définissons f,g ainsi 


f: l0,+œ[ — ]0,+o[ g: ]0,+œl — R 


X — 1 ? k —— x” ` 


Alors gof : 10, +oo[l— R vérifie pour tout x €]0, +ool : 


1 


gofa) = (fx) =e|ž) - 


2.2. Image directe, image réciproque 
Soient E,F deux ensembles. 


Définition 1 


Soit A c E et f :E — F, l'image directe de A par f est l’ensemble 


FADZ {FG 1x € A ] 


Définition 2 


Soit B cF et f : E — F, l’image réciproque de B par f est l’ensemble 


f (B)={xeE|f(x)eB} 
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Remarque 


Ces notions sont plus difficiles à maîtriser qu’il n’y paraît ! 

- f(A) est un sous-ensemble de F, f-!(B) est un sous-ensemble de E. 

- La notation «f-!(B}> est un tout, rien ne dit que f est un fonction bijective (voir plus 
loin). L'image réciproque existe quelque soit la fonction. 

- L'image directe d’un singleton f({x}) = {f(x)} est un singleton. Par contre l’image réci- 
proque d’un singleton f ({y}) dépend de f. Cela peut être un singleton, un ensemble à 
plusieurs éléments ; mais cela peut-être E tout entier (si f est une fonction constante) 
ou même l’ensemble vide (si aucune image par f ne vaut y). 


2.3. Antécédents 


Fixons y € F. Tout élément x € E tel que f(x) = y est un antécédent de y. 
En termes d'image réciproque l’ensemble des antécédents de y est f-1({y}). 


Sur les dessins suivants, l’élément y admet 3 antécédents par f. Ce sont x1, x2, x3. 


f 


Mini-exercices 


. Pour deux applications f,g : E — F, quelle est la négation de f = g? 


. Représenter le graphe de f : N > R définie par n — +. 


. Soient f,g,h:R— R définies par f(x) = x?, g(x) = 2x +1, h(x) = x? — 1. Calculer fo(goh) 
et (fog)oh. 


. Pour la fonction f : R — R définie par x — x? représenter et calculer les ensembles 


suivants : f ([0, 1D, FR), fA- 1,2D, F11, 2D, f7 L-1,1)), 718), FRAN). 


3. Injection, surjection, bijection 


3.1. Injection, surjection 
Soit E,F deux ensembles et f : E — F une application. 
Définition 3 


f est injective si pour tout x,x' € E avec f(x) = f(x!) alors x = x'. Autrement dit : 


Yx, x EE (f(x) =f(x) = x=x') 
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Définition 4 


f est surjective si pour tout y € F, il existe x € E tel que y = f(x). Autrement dit : 


VyeF 3xeE (y=f{x)) 


Une autre formulation : f est surjective si et seulement si f(E) = F. 
Les applications f représentées sont injectives : 


Les applications f représentées sont surjectives : 


Remarque 


Encore une fois ce sont des notions difficiles à appréhender. Une autre façon de formuler 
l’injectivité et la surjectivité est d'utiliser les antécédents. 
— f est injective si et seulement si tout élément y de F a au plus 1 antécédent (et éven- 
tuellement aucun). 
— f est surjective si et seulement si tout élément y de F a au moins 1 antécédent. 


Remarque 


Voici deux fonctions non injectives : 


Ainsi que deux fonctions non surjectives : 
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f 


Exemple 9 


1. Soit fı : N — Q définie par f1(x) = i Montrons que f3 est injective : soit x,x/ € N tels 
que f1(x) = f1(x’). Alors 1} = > donc 1+x=1+x/ et donc x = x’. Ainsi fı est injective. 
Par contre f1 n’est pas surjective. Il s’agit de trouver un élément y qui n’a pas d’antécé- 
dent par f1. Ici il est facile de voir que l’on a toujours f1(x) < 1 et donc par exemple y =2 


n’a pas d’antécédent. Ainsi fı n’est pas surjective. 

2. Soit f2 : Z — N définie par f2(x) = x. Alors f2 n’est pas injective. En effet on peut trouver 
deux éléments x,x' € Z différents tels que fo(x) = fə(x'). Il suffit de prendre par exemple 
x =2, x! =—2. 
f2 n’est pas non plus surjective, en effet il existe des éléments y € N qui n’ont aucun 
antécédent. Par exemple y = 3 : si y = 3 avait un antécédent x par f2, nous aurions 
fax) = y, c’est-à-dire x? = 8, d’où x = +3. Mais alors x n’est pas un entier de Z. Donc 
y=38 wa pas d’antécédent et f2 n’est pas surjective. 


3.2. Bijection 
Définition 5 


f est bijective si elle injective et surjective. Cela équivaut à : pour tout y € F il existe un 
unique x € E tel que y = f(x). Autrement dit : 


VyeF ïxeE (y=f(x) 


L'existence du x vient de la surjectivité et l’unicité de l’injectivité. Autrement dit, tout élément de 
F a un unique antécédent par f. 
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Proposition 2 


Soit E,F des ensembles et f : E — F une application. 
1. L'application f est bijective si et seulement si il existe une application g : F — E telle 
que f og =idp et gof =idg. 


2. Si f est bijective alors l'application g est unique et elle aussi est bijective. L'application 


g s'appelle la bijection réciproque de f et est notée f~t. De plus (f A! = jf, 


Remarque 


- fog=idr se reformule ainsi 
vyeF f(gy))= y. 


— Alors que gof =idg s'écrit : 
VxeE g(f(x))=x. 


— Par exemple f : R —]0,+ool définie par f(x) = exp(x) est bijective, sa bijection réciproque 
est g :10,+oo[— R définie par g(y) = In(y). Nous avons bien exp (ln(y)) = y, pour tout 
y €]0, +ool et In(exp(x)) = x, pour tout x € R. 


Démonstration 


1. - Sens =. Supposons f bijective. Nous allons construire une application g : F — E. Comme f 
est surjective alors pour chaque y € F, il existe un x € E tel que y = f(x) et on pose g(y) = x. 
On a f(g(y)) = f(x) = y, ceci pour tout y € F et donc f og = idr. On compose à droite avec f 
donc f ogof =idrof. Alors pour tout x € E on a f (go f(x)) = f(x) or f est injective et donc 
gof(x) = x. Ainsi gof =idg. Bilan : fog=idp et gof =idg. 
— Sens =. Supposons que g existe et montrons que f est bijective. 
- f est surjective : en effet soit y € F alors on note x = g(y)€ E ; on a bien : f(x) = f(g(y)) = 
fog(y)=idr(y)= y, donc f est bien surjective. 
- f est injective : soient x,x' € E tels que f(x) = f(x’). On compose par g (à gauche) alors 
gof(x)= go f(x") donc idg(x) = idg(x') donc x = x’; f est bien injective. 
2. — Si f est bijective alors g est aussi bijective car go f = idg et f og = idp et on applique ce que 
Pon vient de démontrer avec g à la place de f. Ainsi g7! = f. 
— Si f est bijective, g est unique : en effet soit h : F — E une autre application telle que hof = idg 
et f oh =idp ; en particulier f oh =idp = f og, donc pour tout y € F, f (h(y)) = f(g(y)) or f est 
injective alors A(y) = g(y), ceci pour tout y € F ; doù h = g. 


Proposition 3 


Soient f : E — F et g : F — G des applications bijectives. L'application go f est bijective et sa 
bijection réciproque est 


(gof) t =f "og" 
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Démonstration 


D’après la proposition 2, il existe u : F — E tel que uo f =idg et fou = idp. Il existe aussiv:G—F 
tel que vo g = idp et gov =idg. On a alors (go f)o(uou) = go(fou)ou = goidpou = gou =idg. Et 
(uov)o(gof)=uo(vog)of =uoidrof =uof =idg. Donc gof est bijective et son inverse est uov. 


Comme u est la bijection réciproque de f et v celle de g alors: uou=f" log". 


Mini-exercices 


1. Les fonctions suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijectives ? 
- f1:R— [0,+o0f, x> x. 
— fa :[0,+oo[— [0, +00[, x > x2. 
_ f3:N—N, x> x2. 
— fa:Z—Z,x-x-71. 


- f5:R— [0,+oof, x— |x|. 


2. Montrer que la fonction f :]1,+co[—1]0,+ool définie par f(x) = L est bijective. Calculer 


sa bijection réciproque. 


4. Ensembles finis 


4.1. Cardinal 
Définition 6 


Un ensemble E est fini s’il existe un entier n € N et une bijection de E vers {1,2,...,n}. Cet 
entier n est unique et s'appelle le cardinal de E (ou le nombre d'éléments) et est noté 
Card E. 


Quelques exemples : 
1. E = {rouge, noir} est en bijection avec {1,2} et donc est de cardinal 2. 
2. N pest pas un ensemble fini. 
3. Par définition le cardinal de l’ensemble vide est 0. 
Enfin quelques propriétés : 
1. Si A est un ensemble fini et B c A alors B est un ensemble fini et Card B < Card A. 


2. Si A,B sont des ensembles finis disjoints (c’est-à-dire A nB = Ø) alors Card(A UB) = Card A + 
Card B. 


3. Si A est un ensemble fini et B c A alors Card(A \ B) = Card A — Card B. 


4. Enfin pour A,B deux ensembles finis quelconques : 


Card(A u B) = Card A + Card B — Card(A N B) | 


Voici une situation où s’applique la dernière propriété : 


CZ, 
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4.2. Injection, surjection, bijection et ensembles finis 


Proposition 4 


Soit E,F deux ensembles finis et f : E — F une application. 


1. Si f est injective alors Card£E < Card F. 
2. Si f est surjective alors Card£E >CardF. 
3. Si f est bijective alors Card E = CardF. 


Démonstration 


1. Supposons f injective. Notons F’ = f(E) c F alors la restriction f| : E — F' (définie par f(x) = 
f(x)) est une bijection. Donc pour chaque y € F' est associé un unique x € E tel que y = f(x). 
Donc E et F' ont le même nombre d'éléments. Donc Card F’ = Card E. Or F' c F, ainsi Card E = 
Card F’ < Card F. 


2. Supposons f surjective. Pour tout élément y € F, il existe au moins un élément x de E tel que 
y = f(x) et donc Card E > Card F. 


3. Cela découle de (1) et (2) (ou aussi de la preuve du (1)). 


Proposition 5 


Soit E,F deux ensembles finis et f : E — F une application. Si 


Card E = CardF 


alors les assertions suivantes sont équivalentes : 


i. f est injective, 
ii. f est surjective, 


iii. f est bijective. 


Démonstration 


Le schéma de la preuve est le suivant : nous allons montrer successivement les implications : 


G) => (ii) => (iii) => (i) 


ce qui prouvera bien toutes les équivalences. 

— (i) = (ii). Supposons f injective. Alors Card f(E) = Card E = Card F. Ainsi f(E) est un sous- 
ensemble de F ayant le même cardinal que F ; cela entraîne f(E)= F et donc f est surjective. 

— (ii) => (iii). Supposons f surjective. Pour montrer que f est bijective, il reste à montrer que f 
est injective. Raisonnons par l'absurde et supposons f non injective. Alors Card f(E) < Card E 
(car au moins 2 éléments ont la même image). Or f(E) = F car f surjective, donc Card F < Card E. 
C’est une contradiction, donc f doit être injective et ainsi f est bijective. 

— (iii) => (i). Cest clair : une fonction bijective est en particulier injective. 


Appliquez ceci pour montrer le principe des tiroirs : 
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Proposition 6 


Si l’on range dans k tiroirs, n > k paires de chaussettes alors il existe (au moins) un tiroir 
contenant (au moins) deux paires de chaussettes. 


Malgré sa formulation amusante, c’est une proposition souvent utile. Exemple : dans un amphi de 
400 étudiants, il y a au moins deux étudiants nés le même jour! 


4.3. Nombres d'applications 
Soient E,F des ensembles finis, non vides. On note Card E =n et CardF = p. 
Proposition 7 


Le nombre d’applications différentes de E dans F est : 


Autrement dit c’est | (Card F)CardE | 


Exemple 10 


En particulier le nombre d'applications de E dans lui-même est n”. Par exemple si E = 
{1,2,3,4,5} alors ce nombre est 55 = 3125. 


Démonstration 


Fixons F et p = CardF. Nous allons effectuer une récurrence sur n = CardE. Soit (P,) l’assertion 
suivante : le nombre ď’applications d’un ensemble à n éléments vers un ensemble à p éléments est p”. 
— Initialisation. Pour n = 1, une application de E dans F est définie par l’image de l'unique élément 

de E. Il y a p = CardF choix possibles et donc p! applications distinctes. Ainsi P4 est vraie. 

— Hérédité. Fixons n > 1 et supposons que P, est vraie. Soit E un ensemble à n + 1 éléments. On 
choisit et fixe a € E ; soit alors E' = E \ {a} qui a bien n éléments. Le nombre d’applications de E’ 
vers F est p”, par l'hypothèse de récurrence (P,). Pour chaque application f :E' — F on peut la 
prolonger en une application f : E — F en choisissant l’image de a. On a p choix pour l’image de 
a et donc p” x p choix pour les applications de E vers F. Ainsi P,,1 est vérifiée. 

— Conclusion. Par le principe de récurrence P, est vraie, pour tout n > 1. 


Proposition 8 


Le nombre d’injections de E dans F est : 


px(p-Dx:.-x(p-(n—1)). 


Démonstration 


Supposons E = {a1,a2,...,an}; pour l’image de a; nous avons p choix. Une fois ce choix fait, pour 
l'image de ag il reste p — 1 choix (car a ne doit pas avoir la même image que a1). Pour l’image de 
a3 il y a p -2 possibilités. Ainsi de suite : pour l’image de az il y p —(k — 1) choix... Il y a au final 
px(p-1)x---x(p-(n-1)) applications injectives. 


Notation factorielle : nl=1x2x38x...xn. Avec 1! = 1 et par convention 0! = 1. 
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Proposition 9 


Le nombre de bijections d’un ensemble E de cardinal n dans lui-même est : 


Exemple 11 


Parmi les 3125 applications de {1,2,3,4,5} dans lui-même il y en a 5! = 120 qui sont bijectives. 


Démonstration 


Nous allons le prouver par récurrence sur n. Soit (P,) assertion suivante : le nombre de bijections 
d’un ensemble à n éléments dans un ensemble à n éléments est n! 
- P; est vraie. Il n’y a qu’une bijection d’un ensemble à 1 élément dans un ensemble à 1 élément. 
— Fixons n > 1 et supposons que P, est vraie. Soit E un ensemble à n + 1 éléments. On fixe a € E. 
Pour chaque b € E il y a -par l’hypothèse de récurrence- exactement n! applications bijectives 
de E \ {a} — E \ {b}. Chaque application se prolonge en une bijection de E — F en posant a > b. 
Comme il y a n + 1 choix de b € E alors nous obtenons n! x (n + 1) bijections de E dans lui-même. 
Ainsi Ph+1 est vraie. 
— Par le principe de récurrence le nombre de bijections d’un ensemble à n éléments est n! 
On aurait aussi pu directement utiliser la proposition 8 avec n = p (sachant qu’alors les injections sont 
aussi des bijections). 


4.4. Nombres de sous-ensembles 
Soit E un ensemble fini de cardinal n. 
Proposition 10 


oCard£ 


Ilya sous-ensembles de E : 


Card Z(E) = 2” | 


Exemple 12 


Si E = {1,2,3,4,5} alors Z(E) a 25 = 32 parties. C’est un bon exercice de les énumérer : 


l’ensemble vide : Ø, 

5 singletons : {1},{2},..., 

10 paires : {1,2}, {1,3}, ... , {2,3}, ..., 

10 triplets : {1,2,8},..., 

5 ensembles à 4 éléments : {1,2,3,4}, {1,2,3,5},..., 
et E tout entier : {1,2,3,4,5}. 


Démonstration 


Encore une récurrence sur n = Card E. 
- Sin= 1, E = {a} est un singleton, les deux sous-ensembles sont : Ø et E. 
— Supposons que la proposition soit vraie pour n > 1 fixé. Soit E un ensemble à n + 1 éléments. On 
fixe a € E. Il y a deux sortes de sous-ensembles de E : 
— les sous-ensembles A qui ne contiennent pas a : ce sont les sous-ensembles A c E \ {a}. Par 
l'hypothèse de récurrence il y en a 2”. 
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— les sous-ensembles A qui contiennent a : ils sont de la forme A = {a} U A’ avec A’ c E \ {a}. 
Par l'hypothèse de récurrence il y a 2” sous-ensembles A’ possibles et donc aussi 2” sous- 
ensembles A. 

Le bilan : 2” +2” =2”+1 parties A cE. 

Par le principe de récurrence, nous avons prouvé que si Card E = n alors Card Z(E) = 2”. 


4.5. Coefficients du binôme de Newton 


Définition 7 


Le nombre de parties à k éléments d’un ensemble à n éléments est noté (7) ou EEA 


Exemple 13 


Les parties à deux éléments de {1,2,3} sont {1,2}, {1,3} et {2,3} et donc (2) = 3. Nous avons 
déjà classé les parties de {1,2,3,4,5} par nombre d'éléments et donc 


À) = 1 (la seule partie n’ayant aucun élément est l’ensemble vide), 


5) =5 (il y a 5 singletons), 


= 10 (il y a 10 paires), 
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(la seule partie ayant 5 éléments est l’ensemble tout entier). 


Sans calculs on peut déjà remarquer les faits suivants : 


Proposition 11 


Démonstration 


. Par exemple : (*) =n car il y a n singletons. 


. Compter le nombre de parties À c E ayant k éléments revient aussi à compter le nombre de 


parties de la forme CA (qui ont donc n — k éléments), ainsi (,”,) = (?). 


. La formule (%) + (1) +-+ (%) +--+ (7) = 2” exprime que faire la somme du nombre de parties à 


k éléments, pour k = 0,...,n, revient à compter toutes les parties de E. 
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Proposition 12 


Démonstration 


Soit E un ensemble à n éléments, a € E et E' = E \ {a}. Il y a deux sortes de parties A c E ayant k 
éléments : 
- celles qui ne contiennent pas a : ce sont donc des parties à k éléments dans E’ quia n- 1 
éléments. Il y a en a donc ("7"), 


- celles qui contiennent a : elles sont de la forme A = {a} U À’ avec A’ une partie à k — 1 éléments 


dans F’ qui a n — 1 éléments. Il y en a (774). 


Bilan : (%) = CE) + (re) 


Le triangle de Pascal est un algorithme pour calculer ces coefficients CL La ligne du haut corres- 


pond à (9), la ligne suivante à (Q) et ($, la ligne d’après à 8), () et ). 

La dernière ligne du triangle de gauche aux coefficients (4), ($), ..…, (1). 

Comment continuer ce triangle pour obtenir le triangle de droite ? Chaque élément de la nouvelle 
ligne est obtenu en ajoutant les deux nombres qui lui sont au-dessus à droite et au-dessus à 
gauche. 


JN ay 
70 PAT 
Ady, JNINTS 
Mn, PAT 
FATAL 2 


Ce qui fait que cela fonctionne c’est bien sûr la proposition 12 qui se représente ainsi : 


Une autre façon de calculer le coefficient du binôme de Newton repose sur la formule suivante : 
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Proposition 13 


n\ n! 
k| k(n-k)! 


Démonstration 


Cela se fait par récurrence sur n. C’est clair pour n = 1. Si c’est vrai au rang n — 1 alors écrivons 
(2) = B21) + ("7") et utilisons l'hypothèse de récurrence pour (774) et ("7"). Ainsi 


n\ n-1 f n-1 £ (n-1)! R (n-1)! 
k| \k-1 k | (k-1)n-1-(k-1)! EH 1-2)! 


z (n-1)! «| 1 +i)= (n-1)! ,_n 

~ (k-1)(n-k-1)! \n-k k) (k-1)n-k-1)! k(n-k) 
n! 

~ kn-k)! 


4.6. Formule du binôme de Newton 


Théorème 1 


Soient a,b € R et n un entier positif alors : 


Autrement dit : 


(a+b) =|? | a-b? +|” | art-bt+. |7| arb?) a20” 
0 1 k n 
Le théorème est aussi vrai si a et b sont des nombres complexes. 


Exemple 14 


1. Pour n = 2 on retrouve la formule archi-connue : (a + b)? = a? + 2ab + b2. 
2. Il est aussi bon de connaître (a + b)? = a? +3a2b +3ab? + b°. 


3. Sia=1 et b= 1 on retrouve la formule : X} _o (le 


Démonstration 


Nous allons effectuer une récurrence sur n. Soit (P,) Passertion : (a+b)*=Z%_(?) a" *.bÀ. 
- Initialisation. Pour n = 1, (a +b)! = (fat b0+ (l)a0b!. Ainsi P: est vraie. 
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— Hérédité. Fixons n > 2 et supposons que P,-1 est vraie. 
-1 
(a+b) =(a+b) (a+b! = a [or ++ E Eo + narm 


+b farts- [ijero] 


Ainsi P,1 est vérifiée. 
— Conclusion. Par le principe de récurrence P, est vraie, pour tout n > 1. 


Mini-exercices 
1. Combien y a-t-il d'applications injectives dun ensemble à n éléments dans un ensemble 
à n + 1 éléments ? 


. Combien y a-t-il d'applications surjectives d’un ensemble à n + 1 éléments dans un 
ensemble à n éléments ? 


. Calculer le nombre de façons de choisir 5 cartes dans un jeux de 32 cartes. 


. Calculer le nombre de listes à k éléments dans un ensemble à n éléments (les listes 
sont ordonnées : par exemple (1,2,3) Z (1,3,2)). 


. Développer (a — b)£, (a + b)5. 


. Que donne la formule du binôme pour a = —1, b = +1? En déduire que dans un ensemble 
à n éléments il y a autant de parties de cardinal pair que de cardinal impair. 


5, Relation d'équivalence 


5.1. Définition 


Une relation sur un ensemble E, c’est la donnée pour tout couple (x, y)€ E x E de «Vrai» (gils sont 
en relation), ou de «Faux» sinon. 


Nous schématisons une relation ainsi : les éléments de E sont des points, une flèche de x vers y 
signifie que x est en relation avec y, c’est-à-dire que l’on associe «Vrai» au couple (x, y). 


= 
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Définition 8 


Soit E un ensemble et Z une relation, c’est une relation d'équivalence si : 
— YxEe E, xx, (réflexivité) 


Q 


xe 


-= Yx, y EE, xRy —> yBx, (symétrie) 


xe<—eY 


— Yx, y, Z EE, xy et yAz — xz, (transitivité) 


Exemple de relation d'équivalence : 


5.2. Exemples 


Exemple 15 


Voici des exemples basiques. 


1. La relation Z «être parallèle» est une relation d'équivalence pour l’ensemble E des 
droites affines du plan. 
— réflexivité : une droite est parallèle à elle-même, 
- symétrie : si D est parallèle à D’ alors D’ est parallèle à D, 
- transitivité : si D parallèle à D’ et D' parallèle à D” alors D est parallèle à D”. 


2. La relation «être du même âge» est une relation d'équivalence. 


3. La relation «être perpendiculaire» n’est pas une relation d'équivalence (ni la réflexivité, 
ni la transitivité ne sont vérifiées). 


4. La relation < (sur E =R par exemple) n’est pas une relation d'équivalence (la symétrie 
n’est pas vérifiée). 


5.3. Classes d'équivalence 
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Définition 9 


Soit Z une relation d'équivalence sur un ensemble E. Soit x € E, la classe d'équivalence de 


cl(x)={yeE | yÆx} | 


x est 


cl(x) est donc un sous-ensemble de E, on le note aussi x. Si y € cl(x), on dit que y un représentant 
de cl(x). 


Soit E un ensemble et Z une relation d'équivalence. 
Proposition 14 


On a les propriétés suivantes : 
. clx) = cy) = xRy. 
. Pour tout x,y € E, cl(x) = cl(y) ou cl(x) n cl(y) = Ø. 


. Soit C un ensemble de représentants de toutes les classes alors {cl(x) | x € C} constitue 
une partition de E. 


Exemples : 


1. Pour la relation «être du même âge», la classe déquivalence d’une personne est l’ensemble 
des personnes ayant le même âge. Il y a donc une classe d'équivalence formée des personnes 
de 19 ans, une autre formée des personnes de 20 ans... Les trois assertions de la proposition 
se lisent ainsi : 

-— On est dans la même classe d'équivalence si et seulement si on est du même âge. 

— Deux personnes appartiennent soit à la même classe, soit à des classes disjointes. 

— Si on choisit une personne de chaque âge possible, cela forme un ensemble de représentants 
C. Maintenant une personne quelconque appartient à une et une seule classe d’un des 
représentants. 
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2. Pour la relation «être parallèle», la classe déquivalence d’une droite est l’ensemble des droites 
parallèles. À chaque classe d'équivalence correspond une et une seule direction. 


Voici un exemple que vous connaissez depuis longtemps : 
Exemple 16 


Définissons sur E = Z x N* la relation Z par 
P, DRP, q) => pq'=p'q. 


Tout d’abord # est une relation d'équivalence : 
— Z est réflexive : pour tout (p,q) on a bien pq = pq et donc (p,q)Æ(p, q). 
- Z est symétrique : pour tout (p,q), (p',q") tels que (p,q)Æ(p',q') on a donc pq' = p'q et 
donc p'q = pq' d’où (p',q')Æ(p, q). 
- R est transitive : pour tout (p,q), (p',q'), (p", q”) tels que (p,q)Æ(p',q')et(p',a')Æ(p",q") 
on a donc pq' = p'q et p'q" = p"q'. Alors (pq')q" = (p'q)q" = q(p'q") = q(p"q'). En divi- 
sant par q' #0 on obtient pq” = qp” et donc (p,q)2(p",q"). 
Nous allons noter à = cl(p, a) la classe d'équivalence d’un élément (p,q) € Z x N*. Par exemple, 
comme (2,3)%(4, 6) (car 2 x 6 =3 x 4) alors les classes de (2,3) et (4,6) sont égales : avec notre 
notation cela s'écrit : 2 = 4. 
C’est ainsi que l’on définit les rationnels : l’ensemble Q des rationnels est l’ensemble de classes 
d'équivalence de la relation #2. 
Les nombres 2 = 5 sont bien égaux (ce sont les mêmes classes) mais les écritures sont diffé- 


rentes (les représentants sont distincts). 


5.4. L'ensemble 7/n7 


Soit n > 2 un entier. Définissons la relation suivante sur l’ensemble E = Z : 


a=b (modn) > a-b estun multiple de n ] 


Exemples pour n = 7 : 10 =3 (mod 7), 19=5 (mod 7), 77 =0 (mod 7), —-1= 20 (mod 7). 


Cette relation est bien une relation d'équivalence : 
— Pour tout ae Z,a—-a=0=0:n est un multiple de n donca =a (mod n). 
— Pour a,b € Z tels que a = b (mod n) alors a — b est un multiple de n, autrement dit il existe 
k € Z tel que a -b = kn et donc b -a = (—k)n et ainsi b =a (mod n). 
- Si a = b (mod n) et b = c (mod n) alors il existe k,k' € Z tels que a —b = kn et b-c = k'n. 
Alors a — c = (a -b)+ (b —- c) = (k + k')n et donc a = c (mod n). 


La classe d'équivalence de a € Z est notée a. Par définition nous avons donc 
a=cl(a)={beZ|b=a (mod n)}. 
Comme un tel b s'écrit b =a + kn pour un certain k € Z alors c’est aussi exactement 
a=a+nZ={atkn|ikeZ}. 


Comme n =0 (mod n), n +1= 1 (mod n), ... alors 


n=0, n+1l=1, n+2=2,... 


et donc l’ensemble des classes d'équivalence est l’ensemble 


EU Ensembles et applications 


qui contient exactement n éléments. 

Par exemple : pour n =7,0={...,-14,-7,0,7,14,21,...}=7Z;1=1{...,-13,-6,1,8,15,...}=1+77; 
3 6=1{...,-8,-1,6,13,20,...} = 6+7Z. Mais ensuite 7 = {...—7,0,7,14,21,...} = 0 = 7Z. Ainsi 
Z/TZ = {0, 1, D. ,6} possède 7 éléments. 


Remarque 


Dans beaucoup de situations de la vie courante, nous raisonnons avec les modulos. Par 
exemple pour l'heure : les minutes et les secondes sont modulo 60 (après 59 minutes on 
repart à zéro), les heures modulo 24 (ou modulo 12 sur le cadran à aiguilles). Les jours de la 
semaine sont modulo 7, les mois modulo 12,... 


Mini-exercices 


1. Montrer que la relation définie sur N par xÆZy <> = € N est une relation d’équiva- 


lence. Montrer qu'il y a 3 classes d'équivalence. 


. Dans R? montrer que la relation définie par (x, y)2(x', y) = x+ y! = x! + y est une 
relation d'équivalence. Montrer que deux points (x, y) et (x/,y’) sont dans une même 
classe si et seulement s'ils appartiennent à une même droite dont vous déterminerez la 
direction. 

. On définit une addition sur Z/nZ par p+q = p +q. Calculer la table d’addition dans Z/6Z 
(c'est-à-dire toutes les sommes p +q pour p,q € Z/67). Même chose avec la multiplication 
p xq=p*q. Mêmes questions avec 7/57, puis Z/87. 
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Exercices Nombres complexes 


Préambule 


L'équation x +5 = 2 a ses coefficients dans N mais pourtant sa solution x = —3 n’est pas un entier 


naturel. Il faut ici considérer l’ensemble plus grand Z des entiers relatifs. 
2 


1 
x+5=2 2x=-3 X =7 x2=-V2 
Ne Ze Qs Re >C 


De même l’équation 2x = —3 a ses coefficients dans Z mais sa solution x = -8 est dans l’ensemble 
plus grand des rationnels Q. Continuons ainsi, l'équation x? = ł à coefficients dans Q, a ses so- 
lutions x1 = +1/V2 et x2 = —-1/V2 dans l’ensemble des réels R. Ensuite l'équation x? = -v2 à ses 
coefficients dans R et ses solutions x1 = +V V2i et x2 = -V v2 i dans l’ensemble des nombres 
complexes C. Ce processus est-il sans fin? Non! Les nombres complexes sont en quelque sorte 
le bout de la chaîne car nous avons le théorème de d’Alembert-Gauss suivant : « Pour n'importe 


2 -aix +ao = 0 où les coefficients a; sont 


quelle équation polynomiale a, x" +an_1x"71+...+ ax 
des complexes (ou bien des réels), alors les solutions x1,...,x, sont dans l’ensemble des nombres 


complexes ». 


Outre la résolution d'équations, les nombres complexes s'appliquent à la trigonométrie, à la géo- 
métrie (comme nous le verrons dans ce chapitre) mais aussi à l'électronique, à la mécanique 
quantique, etc. 


1. Les nombres complexes 


1.1. Définition 


A Nombres complexes 


Définition 10 


Un nombre complexe est un couple (a, b) € R? que l’on notera a +ib 


Cela revient à identifier 1 avec le vecteur (1,0) de R2, et i avec le vecteur (0,1). On note C l’ensemble 
des nombres complexes. Si b = 0, alors z = a est situé sur l’axe des abscisses, que l’on identifie à R. 
Dans ce cas on dira que z est réel, et R apparaît comme un sous-ensemble de C, appelé axe réel. 
Si b Z 0, z est dit imaginaire et si b # 0 et a = 0, z est dit imaginaire pur. 


1.2. Opérations 


Si z =a +ib et z' =a' +ib' sont deux nombres complexes, alors on définit les opérations suivantes : 
- addition : (a +ib)+(a' +ib')= (a +a')+i(b +b') 


iR, 
z+2! 
_ 
a 
aa / 
me $ 
z! -7 + 
e / 
4 / 
d / 
f / 
r / 
1° / _-@ 
į Let zZ 
/ et 
/ Lu 
Re 
e . = 
0 1 R 


- multiplication : (a +ib) x (a' +ib") = (aa' — bb') + i(ab' + ba’). C’est la multiplication usuelle 
avec la convention suivante : 

.2 

1f = -1 


1.3. Partie réelle et imaginaire 


Soit z =a +ib un nombre complexe, sa partie réelle est le réel a et on la note Re(z); sa partie 
imaginaire est le réel b et on la note Im(z). 


Nombres complexes 43| 


Par identification de C à R?, Pécriture z = Re(z)+ilm(z) est unique : 


Re(z) = Re(z') 
z=2 <> et 
Im(z) = Im(z') 


En particulier un nombre complexe est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle. Un 


nombre complexe est nul si et et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont nuls. 


1.4. Calculs 


Quelques définitions et calculs sur les nombres complexes. 


À 


- L opposé de z =a +ib est -z =(-a)+1i(—-b) = —a — ib. 

— La multiplication par un scalaire AER : A-z = (Aa) +i(4b). 

- L'inverse : si z # 0, il existe un unique z' € C tel que zz’ = 1 (où 1 = 1 +i x 0). 
Pour la preuve et le calcul on écrit z = a +ib puis on cherche z’ = a' +ib' tel que zz’ = 
1. Autrement dit (a +ib)(a' +ib') = 1. En développant et identifiant les parties réelles et 


imaginaires on obtient les équations 


aa'-bb'=1 (Lı) 
ab'+ba'=0 (Lə) 


En écrivant aLı +bLo (on multiplie la ligne (L1) par a, la ligne (L2) par b et on additionne) 
et -bL+aLo on en déduit 


a' (a? +b?) =a a' = 47 
donc a+b 
TRS eus 


L'inverse de z est donc 
, 1 a —b a—ib 


Z =—= +i = : 
z a?+b2 a2+b? qa2+b2 


- La division : & est le nombre complexe z x Z, 


— Propriété d’intégrité : si zz’ = 0 alors z = 0 ou z' = 0. 


2 


- Puissances : z? = z x z, z” =z x +- x z (n fois, n € N). Par convention 2° = 1 et z™” = (z 
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Proposition 15 


Pour tout z € C différent de 1 


1-27t1 
l-z 


1+z+22+...+27 = 


2+...+27, alors en développant S -(1-— z) presque tous 


n+1 


La preuve est simple : notons S =1+z+z 
les termes se télescopent et l’on trouve S -(1— 2) = 1-2 


Remarque 


Il n’y pas d'ordre naturel sur C, il ne faut donc jamais écrire z > 0 ou z < z’. 
, 


1.5. Conjugué, module 


Le conjugué de z =a +ib est Z=a-ib, autrement dit Re(z) = Re(z) et Im(z) = -Im(z). Le point Z 
est le symétrique du point z par rapport à l’axe réel. 

Le module de z = a +ib est le réel positif |z| = Va?+b2. Comme z x Z = (a+ib)(a — ib) = a? +b? 
alors le module vaut aussi |z| = Vzz. 


z z=a+ib 


Quelques formules : 


- 2+2/=5+2,2=2,22 =25z! 

- Z2=2—2zER 

- |z|? =z xZ, |ž| = 121, |zz'| = 12112/| 
- |z| =0<œz=0 


L'inégalité triangulaire : |z +z'| < lz1+ |z"| 


Nombres complexes ES 


Exemple 17 
Dans un parallélogramme, la somme des carrés des diagonales égale la somme des carrés des 
côtés. 


Si les longueurs des côtés sont notées L et £ et les longueurs des diagonales sont D et d alors il 
s’agit de montrer légalité 


D?+d?=26? +212. 


Démonstration 


Cela devient simple si l’on considère que notre parallélogramme a pour sommets 0, z, z’ et le dernier 
sommet est donc z +z". La longueur du grand côté est ici |z|, celle du petit côté est |z’|. La longueur de 
la grande diagonale est |z + z'|. Enfin il faut se convaincre que la longueur de la petite diagonale est 
ESAL 


D? +d? =|z+z'[?+jz-z'|? = (2+2)(@+29+(2-2)@-2) 
= 22+22/+22+22/+25-22 -25+22 
= 2z2+92/7 =2]z|?+2|z'|? 


= U+? 


Mini-exercices 


1. Calculer 1 —-2i+ ra 

2. Écrire sous la forme a +ib les nombres complexes (1 + i2, (1+8, CL EU (1 +1), 

3. En déduire 1+(1+i)+(1+i)2+..+(1+i)7. 

4. Soit z € C tel que |1 +iz| =|1-iz|, montrer que z ER. 

5. Montrer que si |Rez|<|Rez'| et |Imz|</|Imz/| alors |z| < |z'|, mais que la réciproque 
est fausse. 


. Montrer que 1/z = z/\z|2 (pour z #0). 


2. Racines carrées, équation du second degré 


2.1. Racines carrées d’un nombre complexe 


Pour z € C, une racine carrée est un nombre complexe w tel que w? =z. 


Par exemple si x € R}, on connaît deux racines carrées : yx,—yx. Autre exemple : les racines 
carrées de —1 sont i et —i. 
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Proposition 16 


Soit z un nombre complexe, alors z admet deux racines carrées, w et -w. 


Attention ! Contrairement au cas réel, il n’y a pas de façon privilégiée de choisir une racine plutôt 
que l’autre, donc pas de fonction racine. On ne dira donc jamais « soit w la racine de z ». 


Si z Z 0 ces deux racines carrées sont distinctes. Si z = 0 alors w = 0 est une racine double. 
Pour z = a +ib nous allons calculer w et —w en fonction de a et b. 


Démonstration 


Nous écrivons w = x +iy, nous cherchons x, y tels que w? =z. 


D =z (æ+iy) =a+ib 


2 ya 
<> | : ` b i en identifiant parties réelles et parties imaginaires. 
xy = 


Petite astuce ici : nous rajoutons l’équation lol? = |z| (qui se déduit bien sûr de w =z) qui s'écrit aussi 
x? + y? = Va? + b2. Nous obtenons des systèmes équivalents aux précédents : 


tr 
DE AN Re x=+ 7 V Va? +b? +a 


2xy =b = À 2y? = Va? +b2-a = y=+4VVa?+b? -a 
x? +y? = Va? +b2 2xy =b 2xy =b 


Discutons suivant le signe du réel b. Si b > 0, x et y sont de même signe ou nuls (car 2xy = b > 0) donc 


oz 2 [Var +a siy Važ+ož-a), 


etsib<0 


ot |V Vaba -iy Važ+ o-a). 


En particulier si b = 0 le résultat dépend du signe de a, si a > 0, Va? =a et par conséquent w = + va, 
tandis que si a < 0, Va? = —-a et donc w = +i/—a = +ivylal. 


Il n’est pas nécessaire d'apprendre ces formules mais il est indispensable de savoir refaire les 
calculs. 


Exemple 18 
Les racines carrées de i sont + Ai +i)et =v i +i). 


En effet : 


w =i = (x +iy) =i 


D 2 
<> on dou 
2xy=1 


Rajoutons la conditions |w]? = |i| pour obtenir le système équivalent au précédent : 


x?—y2?=0 Su =1 rake 
2xy=1 <> 2y? =1 <> y=} 
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Les réels x et y sont donc de même signe, nous trouvons bien deux solutions : 


; 1 .1 | 1 .1 
x+iy= — +i— ou X+iy= -—-i— 


v2 v2 v2 v2 


2.2. Équation du second degré 


Proposition 17 


Ľéquation du second degré az? + bz +c = 0, où a,b,c € C et a Z 0, possède deux solutions 


z1,Z2 € C éventuellement confondues. 

Soit A = b? — 4ac le discriminant et ô € C une racine carrée de A. Alors les solutions sont 
—b +6 —b-6 

— E — 


AS et z2= : 
2a 2a 


Et si A =0 alors la solution z = z1 = z2 = —b/2a est unique (elle est dite double). Si on s’autorisait 
à écrire ô= VA pour le nombre complexe A, on obtiendrait la même formule que celle que vous 
connaissez lorsque a,b,c sont réels. 


Exemple 19 


—1+1iV3 
- z?+z+1=0, A= -3, ô =iv3, les solutions sont z = = 
-1+ 2(1+i) 
- z22+2z+ 15 =0, A =i, ô= Ż(1+iì), les solutions sont z = > =-1+2(1+i) 


On retrouve aussi le résultat bien connu pour le cas des équations à coefficients réels : 
Corollaire 1 


Si les coefficients a,b,c sont réels alors A ER et les solutions sont de trois types : 


b 
— si A = 0, la racine double est réelle et vaut Sa 
a 


-b+vVA 


— si A >0, on a deux solutions réelles 


—b+iv-A 


— si A <0, on a deux solutions complexes, mais non réelles, : 
a 


Démonstration 


On écrit la factorisation 


: 2 b c b b J 
az” +bz+c = alz°+-2+-|=a||2+—| -— + 
a a 2a 4a? a 
S Íl +2) -2)- | A Z) 
Dole a) ol À EE 7 4a2 
2 i b ô A b A ô 
Ad 2a 2a 4 2a 2a 
—b +ô —b-5 
= alz = x zag z1)(z — 22) 


Donc le binôme s’annule si et seulement si z = z1 ou z = 22. 
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2.3. Théorème fondamental de l’algèbre 


Théorème 2. d’Alembert-Gauss 


Soit P(z)=anz"+an_-12" 1+-..+a12 + ao un polynôme à coefficients complexes et de degré 
poly p g 


n. Alors équation P(z) = 0 admet exactement n solutions complexes comptées avec leur 
multiplicité. 

En d’autres termes il existe des nombres complexes z1,...,Zn (dont certains sont éventuelle- 
ment confondus) tels que 


P(z)=an(z—z1)(z — z2): (z —Zn). 


Nous admettons ce théorème. 


Mini-exercices 


1. Calculer les racines carrées de —i, 3 — 4i. 

2. Résoudre les équations : z% +z — 1 = 0, 2z? + (10 — 10i)z +24- 10i = 0. 

3. Résoudre l’équation 2? +(i— vV2)z -i v2, puis ľéquation Z4+(i-2)Z? -iv2. 
4 


. Montrer que si P(z) = z2+bz+e possède pour racines 21,22 € C alors 21 +22 = —b et 
Z1°22=C. 


. Trouver les paires de nombres dont la somme vaut i et le produit 1. 


. Soit P(z2)= az" +an-12""1+...+a0 avec a; € R pour tout i. Montrer que si z est racine 


de P alors Z aussi. 


3. Argument et trigonométrie 


3.1. Argument 


Siz=x+iy est de module 1, alors x? + y? = |z|? = 1. Par conséquent le point (x, y) est sur le cercle 
unité du plan, et son abscisse x est notée cos0, son ordonnée y est sin 6, où 0 est (une mesure de) 
l'angle entre laxe réel et z. Plus généralement, si z # 0, z/|z| est de module 1, et cela amène à : 


Définition 11 


Pour tout z € C* = C—{0}, un nombre 8 € R tel que z = |z|(cos 0 +isin0) est appelé un argument 
de z et noté 0 = arg(2). 


> 
R 


Cet argument est défini modulo 2x7. On peut imposer à cet argument d’être unique si on rajoute la 
condition 0 E]-x,+x]. 
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Remarque 


0=0" (mod2r) = 2keZ,0=0'+2k7r 


cos0 = cos 0! 
sin0 = sin’ 


Proposition 18 


L'argument satisfait les propriétés suivantes : 


- arg(zz/)= arg(z) +arg(z/) (mod 2x) 


— arg(z")=narg(z) (mod 2x) 
— arg(1/z) = - arg(z) (mod 27) 
— arg(Z)=-argz (mod 2x) 


Démonstration 


zz! = |zl(cos0 +isin0)|z'|(cos0'+isin0") 
= |zz'[(cos0cos0' -sinOsin@’+i(cos@sin0’+sinOcos0')) 
= |2z'{[(cos(0+0')+isin(0+0')) 


donc arg(zz') = arg(z)+arg(z') (mod 2x). On en déduit les deux autres propriétés, dont la deuxième 
par récurrence. 


3.2. Formule de Moivre, notation exponentielle 


La formule de Moivre est : 


(cos0 +isin0)” = cos(n0)+isin(n0) | 


Démonstration 
Par récurrence, on montre que 


1 x (cos0 +isin0) 


(cosO+isin0)" = (cos0 +isinO 
= (cos((n-— 1)0)+isin((n — 1)0)) x (cos +isin0) 
= (cos((n-— 1)8)cos0 —sin((n — 1)0)sin0) 

+i(cos((n — 1)0)sin0 + sin ((n — 1)0)cos 0) 


= cosn0 +isinn0 


Nous définissons la notation exponentielle par 


eÏ? = cos0 +isin0 


et donc tout nombre complexe s’écrit 


z = pe ] 


où p = |z| est le module et 0 = arg(z) est un argument. 
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. . 2 . 1 10! 
Avec la notation exponentielle, on peut écrire pour z = peï? et z! = p'et? 


22! = pp'et ei?" = pp'ei®+9) 
27 = (pe?) =p" (er) = p'eino 
1/2 = 1/ (pet?) = te~? 

—i0 


La formule de Moivre se réduit à légalité : (ee)? = dr 


Et nous avons aussi : pe = p'et” (avec p, p! > 0) si et seulement si p = p' et 0 = 0' (mod 2x). 


3.3. Racines r-ième 


Définition 12 


Pour z € C et n E N, une racine n-ième est un nombre w € C tel que w” =z. 


Proposition 19 


Il y a n racines n-ièmes wo,w1,...,&n-1 de z = pe”, ce sont : 


1/n 


iĝ+2ikn 
e n ; 


wk =P 


Démonstration 


Écrivons z = pe” et cherchons w sous la forme w = re” tel que z = w”. Nous obtenons donc pe? = w” = 
(re#)” = r”ei”t, Prenons tout d’abord le module : p = | pet? | = |r'eitt| =r” et donc r = pl” (il s’agit ici 
de nombres réels). Pour les arguments nous avons ef = et? et donc nt =0 (mod 2x) (oubliez surtout 
pas le modulo 27 !). Ainsi on résout nt = 0 +2kx (pour k € Z) et donc t = £ + Bkz, Les solutions de 


; ið+2ikm 3 PS ; 
l'équation w” = z sont donc les w, =pl"e n . Mais en fait il wy a que n solutions distinctes car 


Wn = W0, Wn+1 = W1,...Ainsi les n solutions sont &o,&1,...,&n-1. 


Par exemple pour z = 1, on obtient les n racines n-ièmes de l’unité e%ikni n k=0,...,n—1 qui 
forment un groupe multiplicatif. 
À À 
j= einh i 
j2 = etir/3 
Racine 3-ième de l’unité (z = 1, n = 3) Racine 3-ième de —1 (z = —1, n = 3) 


Les racines 5-ième de l’unité (z = 1, n = 5) forment un pentagone régulier : 
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i e2in/5 
o4in/5 
1 
e6ix/5 
e8in/5 
3.4. Applications à la trigonométrie 
Voici les formules d’Euler, pour 0 ER: 
ei? + 10 ei0 _ e-i0 
COS0=— , sing = ————— 
2 2i 


Ces formules s’obtiennent facilement en utilisant la définition de la notation exponentielle. Nous 
les appliquons dans la suite à deux problèmes : le développement et la linéarisation. 
Développement. On exprime sinnô ou cosn8 en fonction des puissances de cos et sin6. 


Méthode : on utilise la formule de Moivre pour écrire cos(n0) +isin (n8) = (cos +isin0)” que l’on 
développe avec la formule du binôme de Newton. 


Exemple 20 


cos30 +1isin30 = (cos 0 +isin 0)? 
= cos 0 + 3icos 0sin0 — 3cos0sin?0 —isin 0 


(cos? 0- 3cos0 sin? 0)+i(3 cos? Osin 6 — sin? 6) 


Il 


En identifiant les parties réelles et imaginaires, on déduit que 


cos30 = cos 0—3cosOsin?20 et  sin30 = 3cos?0sin0 — sin° 06. 


Linéarisation. On exprime cos” 0 ou sin” 0 en fonction des coskO et sinkO pour k allant de 0 à n. 


il -ib \” 
Méthode : avec la formule d’Euler on écrit sin” 0 = (5) . On développe à laide du binôme de 


Newton puis on regroupe les termes par paires conjuguées. 


Exemple 21 
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3 
sin° 0 


ei0 — p-i0 
=) 


(e 3l) e + 3e (e78) «e-)) 


gi 
Z 1 { sie ið -i0  -3i0 
= (e —3e +3e  —e | 
1 (e3i0 — ep 3i0 e1? — e70 
== RE — 3 — 
4 | 2i 2i | 
sin30 3sin0 
= — + 
4 4 


3.5. Mini-exercices 


Mini-exercices 


1. Mettre les nombres suivants sont la forme module-argument (avec la notation expo- 
nentielle) : 1, i, —1, —i, 3i, 1 +i, V3 —i, Va i TE (V3 — D2%% où 20xx est l’année en 
cours. 


. Calculer les racines 5-ième de i. 


3 


. Calculer les racines carrées de “a + 3 de deux façons différentes. En déduire les valeurs 


H x T 
de cos 15 €t sin jz: 


. Donner sans calcul la valeur de wọ + w1 +---+w,-1, où les w; sont les racines n-ième de 
1. 


. Développer cos(40) ; linéariser cos“ 0 ; calculer une primitive de 0 — cos“ 6. 


4. Nombres complexes et géométrie 


4.1 


On associe bijectivement à tout point M du plan affine R2 de coordonnées (x, y), le nombre complexe 
z=x<+iy appelé son affixe. 
Équation complexe d’une droite 


Soit 


ax+by=c 


l'équation réelle d’une droite 2 : a,b,c sont des nombres réels (a et b n'étant pas tous les deux 
nuls) d’inconnues (x, y) € R?. 
Écrivons z = x +iy € C, alors 


donc 2 a aussi pour équation a(z +2Z)—ib(z — Z) = 2c ou encore (a —ib)z + (a +ib)z = 2c. Posons 
w =a +ib € C* et k = 2c € R alors l'équation complexe d’une droite est : 


où weC*etkEeR. 
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4.2. Équation complexe d’un cercle 


Soit &(Q, r) le cercle de centre Q et de rayon r. C’est l’ensemble des points M tel que dist(Q, M) =r. 
Si l’on note w l’affixe de Q et z l’affixe de M. Nous obtenons : 


2 


dist(Q,M) =r = |z- o| =r = 2-2 =r <> (z— w)(z — w) = r? 


et en développant nous trouvons que l'équation complexe du cercle centré en un point d’affixe w et 


22 - 2 = 02=r? lol ] 


de rayon r est : 


oùwelCetrerR. 


4.3. Équation 


Iz-al — 
EUR k 


Proposition 20 


Soit A,B deux points du plan et k € R}. L'ensemble des points M tel que Ma =k est 


— une droite qui est la médiatrice de [AB], si k = 1, 
— un cercle, sinon. 


Exemple 22 


Prenons À le point d’affixe +1,B le point d’affixe —1. Voici les figures pour plusieurs valeurs 
de k. 
Par exemple pour k =2 le point M dessiné vérifie bien MA = 2MB. 
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Démonstration 


Si les affixes de À,B,M sont respectivement à, b,z, cela revient à résoudre l’équation er = k. 


Iz-al 
Iz2—b| 


=k > |z -al? =#?|z-b/? 


<> (z -az -a) = k?z -bXz-b) 


<=> (1-k?)zZ -z(ā —- k?b) — Z(a - k?b) + |a|? —-k2|b|? = 0 


Donc si k = 1, on pose w =a —k?b et l'équation obtenue zù +Zw = la|2—421b|? est bien celle d’une droite. 
Et bien sûr l’ensemble des points qui vérifient MA = MB est la médiatrice de [AB]. Si k # 1 on pose 


ne f ; - _- = _ —laļl?+k?lbl? : ; 
w= akp alors l’équation obtenue est zZ — z& — Zw = late lb . C’est l'équation d’un cercle de centre 
lal? +k21bl2 7 L p2p?  _in]24p21pl2 
w et de rayon r satisfaisant r°- |w]? = EL, soit r? = ET + tes. 


Ces calculs se refont au cas par cas, il n’est pas nécessaire d'apprendre les formules. 


Mini-exercices 


1. Calculer l'équation complexe de la droite passant par 1 et i. 


2. Calculer l'équation complexe du cercle de centre 1+ 2i passant par i. 


z—i 
3. Calculer léquation complexe des solutions de | - = 1, puis dessiner les solutions. 
Z _— 


li 
2-1 


4. Même question avec 


Auteurs 


Arnaud Bodin 
Benjamin Boutin 
Pascal Romon 


4 Arithmétique 


1 Division euclidienne et pgcd 
2 Théorème de Bézout 

3 Nombres premiers 

4 Congruences 


Vidéo M partie 1. Division euclidienne et pgcd 
Vidéo M partie 2. Théorème de Bézout 

Vidéo M partie 3. Nombres premiers 

Vidéo M partie 4. Congruences 


Exercices @ Arithmétique dans Z 


Préambule 


Une motivation : l’arithmétique est au cœur du cryptage des communication. Pour crypter un 
message on commence par le transformer en un —ou plusieurs- nombres. Le processus de codage 
et décodage fait appel à plusieurs notions de ce chapitre : 

— On choisit deux nombres premiers p et q que l’on garde secrets et on pose n = p x q. Le 
principe étant que même connaissant n il est très difficile de retrouver p et q (qui sont des 
nombres ayant des centaines de chiffres). 

— La clé secrète et la clé publique se calculent à l’aide de l’algorithme d’Euclide et des 
coefficients de Bézout. 

— Les calculs de cryptage se feront modulo n. 

— Le décodage fonctionne grâce à une variante du petit théorème de Fermat. 


1. Division euclidienne et pgcd 


1.1. Divisibilité et division euclidienne 


Définition 13 


Soient a,b € Z. On dit que b divise a et on note bla s’il existe q € Z tel que 


a=bq 
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Exemple 23 


— 7|21; 6|48 ; a est pair si et seulement si 2ja. 
— Pour tout a € Z on a a|0 et aussi 1ja. 

Si al|l alors a = +1 ou a = -1. 

(alb et bla) = b = ża. 

- (alb et bje) = alc. 

- (alb et alc) = alb+c. 


Théorème 3. Division euclidienne 


Soit a € Z et b € N\ {0}. Il existe des entiers q,r € Z tels que 


a=bq+r et O<r<b 


De plus q et r sont uniques. 


Nous avons donc l’équivalence : r = 0 si et seulement si b divise a. 
Exemple 24 


Pour calculer q et r on pose la division «classique». Si a = 6789 et b = 34 alors 
6789 = 34 x 199 + 23 


On a bien 0 < 23 < 34 (sinon c’est que l’on n’a pas été assez loin dans les calculs). 


6789 34 o. 7 
34 dividende diviseur 
| 329 199 quotient 
306 reste 
23 


Démonstration 


Existence. On peut supposer a > 0 pour simplifier. Soit M = {n € N| bn < a}. C’est un ensemble non 
vide car n = 0€ “M. De plus pour ne “M, on a n <a. Il y a donc un nombre fini d'éléments dans ~, 
notons q = max. le plus grand élément. 

Alors qb <a car ge W, et (q +1)b > a car g+16é. donc 


gb<a<(g+1)b =aqb+b. 


On définit alors r = a — qb, r vérifie alors 0<r=a-qb <b. 

Unicité. Supposons que q',r' soient deux entiers qui vérifient les conditions du théorème. Tout d’abord 
a =bq+r =bq'+r' et donc b(q-q')=r'-r. D'autre part 0 <r'<b et 0 <r <b donc -b < r'-r < b (notez 
au passage la manipulation des inégalités). Mais r’ -r = b(q — q’) donc on obtient —b < blq - q') < b. 
On peut diviser par b > 0 pour avoir -1 < q -q' < 1. Comme q - q' est un entier, la seule possibilité est 
q-q'=0 et donc q = q'. Repartant de r'-r = b(q — q') on obtient maintenant r = r”. 


1.2. pgcd de deux entiers 
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Définition 14 


Soient a,b € Z deux entiers, non tous les deux nuls. Le plus grand entier qui divise à la fois a 
et b s'appelle le plus grand diviseur commun de a, b et se note pgcd(a, b). 


Exemple 25 


— pgcd(21,14) = 7, pgcd(12,32) = 4, pgcd(21,26) = 1. 
— pgcd(a,ka)= a, pour tout ke Z eta >20. 
— Cas particuliers. Pour tout a > 0 : pgcd(a,0) = a et pged(a,1)= 1. 


1.3. Algorithme d’Euclide 


Lemme 1 


Soient a,b € N*. Écrivons la division euclidienne a = bq +r. Alors 


pgcd(a,b) = pgcd(b, r) i 


En fait on a même pgcd(a,b) = pgcd(b,a — qb) pour tout q € Z. Mais pour optimiser l'algorithme 


d’'Euclide on applique le lemme avec q le quotient. 
Démonstration 


Nous allons montrer que les diviseurs de a et de b sont exactement les mêmes que les diviseurs de b 
et r. Cela impliquera le résultat car les plus grands diviseurs seront bien sûr les mêmes. 
— Soit d un diviseur de a et de b. Alors d divise b donc aussi bq, en plus d divise a donc d divise 
bq-a=r. 
— Soit d un diviseur de b et de r. Alors d divise aussi bq +r =a. 


Algorithme d’Euclide. 
On souhaite calculer le pgcd de a,b € N*. On peut supposer a > b. On calcule des divisions eucli- 
diennes successives. Le pgcd sera le dernier reste non nul. 
— division de a par b, a = bqı +rı. Par le lemme 1, pgcd(a, b) = pgcd(b,r1) et si rı = 0 alors 
pgcd(a, b) = b sinon on continue : 
— b=rig2+r2, pgcd(a,b) = pgcd(b,r1) = pgcd(r1,r2), 
— rı =r2q3+r3, pecd(a,b)=pgcd(r2,r3), 


- rk-2=Tk-14k tre, pgcd(a,b) = pgcd(rz-1,rp), 

— r,-1=r72q8 +0. pgcd(a, b) = pgcd(rz,0)=rz. 
Comme à chaque étape le reste est plus petit que le quotient on sait que 0 < ri+1 < ri. Ainsi 
l'algorithme se termine car nous sommes sûr d'obtenir un reste nul, les restes formant une suite 
décroissante d’entiers positifs ou nuls :b>r1>r2>...20 


Exemple 26 
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Calculons le pgcd de a = 600 et b = 124. 


600 = 124 x 4 
1 


+ 
1a JT + 20 
104 L 20% 5 + 4 

20 = 4 x + 0 
Ainsi pgcd(600, 124) = 4. 
Voici un exemple plus compliqué : 


Exemple 27 
Calculons pgcd(9945, 3003). 


9945 = 3003 x 3 + 936 

3003 = 936 x 3 + 195 
936 = 195 x 4 + 156 
195 = 156 x 1 + 39 
156 = 39 x 4 + 0 


Ainsi pgcd(9945, 3003) = 39. 


1.4. Nombres premiers entre eux 


Définition 15 


Deux entiers a,b sont premiers entre eux si pgcd(a,b)=1. 


Exemple 28 


Pour tout a € Z, a et a + 1 sont premiers entre eux. En effet soit d un diviseur commun à a 
et à a +1. Alors d divise aussi a + 1 —a. Donc d divise 1 mais alors d = —1 ou d = +1. Le plus 
grand diviseur de a et a + 1 est donc 1. Et donc pgcd(a,a+1)=1. 


Si deux entiers ne sont pas premiers entre eux, on peut s’y ramener en divisant par leur pgcd : 


Exemple 29 


Pour deux entiers quelconques a,b € Z, notons d = pgcd(a, b). La décomposition suivante est 
souvent utile : 


z 1 
| s E avec a',b'eZ et pgcd(a',b')=1 


Mini-exercices 


1. Écrire la division euclidienne de 111111 par 20xx, où 20xx est l’année en cours. 


2. Montrer qu'un diviseur positif de 10008 et de 10014 appartient nécessairement à 
{1,2,3,6}. 


Arithmétique 59| 


3. Calculer pged(560, 133), pged(12 121,789), pgcd(99999, 1110). 


4. Trouver tous les entiers 1 < a < 50 tels que a et 50 soient premiers entre eux. Même 


question avec 52. 


2. Théorème de Bézout 
2.1. Théorème de Bézout 


Théorème 4. Théorème de Bézout 


Soient a,b des entiers. Il existe des entiers u,v € Z tels que 


au + bu = pgcd(a, b) i 


La preuve découle de l’algorithme d’Euclide. Les entiers u,v ne sont pas uniques. Les entiers u,v 


sont des coefficients de Bézout. Ils obtiennent en «remontant» l'algorithme d’Euclide. 
Exemple 30 


Calculons les coefficients de Bézout pour a = 600 et b = 124. Nous reprenons les calculs 
effectués pour trouver pgcd(600, 124) = 4. La partie gauche est l’algorithme ď’Euclide. La 
partie droite s'obtient de bas en haut. On exprime le pgcd à l’aide de la dernière ligne où le 
reste est non nul. Puis on remplace le reste de la ligne précédente, et ainsi de suite jusqu’à 
arriver à la première ligne. 


600 = 124 x 4 + 104 4 = 124x (-5)+ (600 -— 124 x 4) x 6 = 600 x 6 + 124 x (—29) 
124 = 104 x 1 + 20 4 = 104-(124- 104x 1)x 5= 124 x (—5)+ 104 x 6 
104 = 20 x 5 + 4 4 = 104-20x5 

20 = 4 x 5 + 0 


Ainsi pour u = 6 et v = —29 alors 600 x 6 + 124 x (—29) = 4. 


Remarque 


— Soignez vos calculs et leur présentation. C’est un algorithme : vous devez aboutir au bon 
résultat! Dans la partie droite, il faut à chaque ligne bien la reformater. Par exemple 
104—-(124-—104 x 1) x5 se réécrit en 124 x (—5)+ 104 x 6 afin de pouvoir remplacer ensuite 
104. 

— N'oubliez de vérifier vos calculs ! C’est rapide et vous serez certain que vos calculs sont 
exacts. Ici on vérifie à la fin que 600 x 6 + 124 x (—29) = 4. 


Exemple 31 


Calculons les coefficients de Bézout correspondant à pgcd(9945, 3003) = 39. 


9945 = 3003 x 3 + 936 39 = 9945 x(—16) + 3003 x 53 
3003 = 936 x 3 + 195 39 = 

936 = 195 x 4 + 156 39 = 

195 = 156 x 1 + 39 39 = 195-156x1 

156 = 39 x 4 + 0 
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| À vous de finir les calculs. On obtient 9945 x (—16)+ 3003 x 53 = 39. 


2.2. Corollaires du théorème de Bézout 


Corollaire 2 


Si dja et d|b alors d|pgcd(a, b). 


Exemple : 4|16 et 4|24 donc 4 doit divisé pgcd(16,24) qui effectivement vaut 8. 
Démonstration 


Comme d|jau et d|bv donc dlau + bu. Par le théorème de Bézout d|pgcd(a, b). 


Corollaire 3 


Soient a,b deux entiers. a,b sont premiers entre eux si et seulement si il existe u,v € Z tels 


au + bu = 1] 


que 


Démonstration 


Le sens = est une conséquence du théorème de Bézout. 
Pour le sens < on suppose qu'il existe u,v tels que au + bu = 1. Comme pgcd(a, b)la alors pgcd(a,bjlau. 
De même pgcd(a, b)|bu. Donc pgcd(a, b)|au + bu = 1. Donc pgcd(a, b) = 1. 


Remarque 


Si on trouve deux entiers u’,v’ tels que au’ + bv' = d, cela n'implique pas que d = pged(a, b). 
On sait seulement alors que pgcd(a,b)|d. Par exemple a = 12, b =8; 12x1+8 x 3 = 36 et 
pgcd(a, b) = 4. 


Corollaire 4. Lemme de Gauss 


Soient a,b,c € Z. 


Si albc et pgcd(a,b)=1 alors ale] 


Exemple : si 4|7 x c, et comme 4 et 7 sont premiers entre eux, alors 4ļ|c. 


Démonstration 


Comme pgcd(a,b)= 1 alors il existe u,v € Z tels que au + bv = 1. On multiplie cette égalité par c pour 
obtenir acu + bcv = c. Mais aļacu et par hypothèse a|bcv donc a divise acu + bcv =c. 


2.3. Équations ax+by=c 
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Proposition 21 


Considérons ľéquation 
ax+by=c 


où a,b,ceZ. 


1. L'équation (E) possède des solutions (x, y) € Z? si et seulement si pgcd(a, b)|c. 


2. Si pgcd(a,b)l|c alors il existe même une infinité de solutions entières et elles sont exac- 
tement les (x, y) = (xo + æk, yo + Pk) avec xo, yo, æ, p € Z fixés et k parcourant Z. 


Le premier point est une conséquence du théorème de Bézout. Nous allons voir sur un exemple 
comment prouver le second point et calculer explicitement les solutions. Il est bon de refaire toutes 
les étapes de la démonstration à chaque fois. 


Exemple 32 


Trouver les solutions entières de 
161x +368y = 115 Œ) 


— Première étape. Y a-t’il de solutions ? L’algorithme d’Euclide. On effectue l’algo- 
rithme d’Euclide pour calculer le pgcd de a = 161 et b = 368. 


368 = 161 x 2 + 46 
161 = 46 x 3 + 23 
46 = 23 x 2 + 0 


Donc pgcd(368, 161) = 23. Comme 115 = 5 x 23 alors pgcd(368, 161)/115. Par le théorème 
de Bézout, l'équation (E) admet des solutions entières. 

- Deuxième étape. Trouver une solution particulière : la remontée de l’algo- 
rithme d’Euclide. On effectue la remontée de l’algorithme d’Euclide pour calculer 
les coefficients de Bézout. 


368 = 161 x 2 + 46 23 
161 = 46 x 3 + 23 
46 = 23 x 2 + 0 


161+(368 —2 x 161) x (—3) = 161 x 7 +368 x (—3) 
161-3 x 46 


N 
w 
| 


On trouve donc 161 x 7 +368 x (—3) = 23. Comme 115 = 5 x 23 en multipliant par 5 on 
obtient : 
161 x 35 +368 x (—15) = 115 


Ainsi (xo, yo) = (35, -15) est une solution particulière de (E). 
— Troisième étape. Recherche de toutes les solutions. Soit (x, y) € Z? une solution 
de (E). Nous savons que (xo, yo) est aussi solution. Ainsi : 


161x+368y=115 et 161x0+368y0 = 115 


(on n’a aucun intérêt à remplacer xo et yo par leurs valeurs). La différence de ces deux 
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égalités conduit à 


161 x (x — xo) + 368 x (y — yo) = 0 
= 23x77 x(x—x0)+23 x 16 x (y — yo) = 0 
=>  7(x-x0) = -16(y — yo) (+) 


Nous avons simplifier par 23 qui est le pgcd de 161 et 368. (Attention, n'oubliez surtout 
pas cette simplification, sinon la suite du raisonnement serait fausse.) 

Ainsi 7|16(y — yo), or pgcd(7, 16) = 1 donc par le lemme de Gauss 7|y — yo. Il existe donc 
k € Z tel que y- yo = 7 xk. Repartant de l'équation (+) : 7(x—x0) = —-16(y-— yo). On obtient 
maintenant 7(x — xo) = —-16 x 7 x k. D’où x — xo = —-16k. (C’est le même k pour x et pour 
y.) Nous avons donc (x, y) = (xo — 16k, yo + 7k). Il n’est pas dur de voir que tout couple de 
cette forme est solution de l'équation (E). Il reste donc juste à substituer (xo, yo) par sa 
valeur et nous obtenons : 


Les solutions entières de 161x + 3687y = 115 sont les (x, y) = (35 — 16k,—15 +7k), k parcourant Z. | 


Pour se rassurer, prenez une valeur de k au hasard et vérifiez que vous obtenez bien une 


solution de l’équation. 


2.4. ppcm 


Définition 16 
Le ppem(a, b) (plus petit multiple commun) est le plus petit entier > 0 divisible par a et 


par b. 


Par exemple ppem(12, 9) = 36. 
Le pgcd et le ppem sont liés par la formule suivante : 


Proposition 22 


Si a,b sont des entiers (non tous les deux nuls) alors 


pgcd(a, b) x ppem(a, b) = |ab| i 


Démonstration 


Posons d = pgcd(a,b) et m = ziy Pour simplifier on suppose a > 0 et b > 0. On écrit a = da’ et 
b = db'. Alors ab = d?a/b' et donc m = da'b'. Ainsi m =ab' = a'b est un multiple de a et de b. 

Il reste à montrer que c’est le plus petit multiple. Si n est un autre multiple de a et de b alors 
n = ka = £b donc kda’ = /db' et ka! = £b'. Or pgcd(a',b') = 1 et a/|£b' donc a/|£. Donc a/b|£b et ainsi 
m =a'b|lb =n. 


Voici un autre résultat concernant le ppem qui se démontre en utilisant la décomposition en 
facteurs premiers : 
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Proposition 23 


Si ajc et b|c alors ppem(a, b)|c. 


Il serait faux de penser que ab|c. Par exemple 6136, 9136 mais 6 x 9 ne divise pas 36. Par contre 
ppcm(6,9) = 18 divise bien 36. 


Mini-exercices 


1. Calculer les coefficients de Bézout correspondant à pgcd(560,133), pgcd(12 121, 789). 
2. Montrer à l’aide d’un corollaire du théorème de Bézout que pgcd(a,a +1)= 1. 


3. Résoudre les équations : 407x + 129y = 1 ; 720x + 54y = 6 ; 216x + 92y = 8. 


4. Trouver les couples (a,b) vérifiant pgcd(a, b) = 12 et ppem(a, b) = 360. 


3. Nombres premiers 


Les nombres premiers sont —en quelque sorte- les briques élémentaires des entiers : tout entier 
s'écrit comme produit de nombres premiers. 


3.1. Une infinité de nombres premiers 


Définition 17 


Un nombre premier p est un entier > 2 dont les seuls diviseurs positifs sont 1 et p. 


Exemples : 2,3,5,7,11 sont premiers, 4 = 2 x 2, 6 = 2 x 3, 8 = 2 x 4 ne sont pas premiers. 


Lemme 2 


Tout entier n > 2 admet un diviseur qui est un nombre premier. 


Démonstration 


Soit 2 l’ensemble des diviseurs de n qui sont > 2 : 
D={k>2| kin}. 


L'ensemble 2 est non vide (car n € 2), notons alors p = min. 

Supposons, par l’absurde, que p ne soit pas un nombre premier alors p admet un diviseur q tel 
que 1 <q < p mais alors q est aussi un diviseur de n et donc q € 2 avec q < p. Ce qui donne une 
contradiction car p est le minimum. Conclusion : p est un nombre premier. Et comme p € 2, p divise 
n. 


64 Arithmétique 


Proposition 24 


Il existe une infinité de nombres premiers. 


Démonstration 


Par l’absurde, supposons qu’il n’y ait qu’un nombre fini de nombres premiers que l’on note p1 = 2, 
p2=3,p3,...,Pn. Considérons l’entier N = pixp2x---xp, +1. Soit p un diviseur premier de N (un tel 
p existe par le lemme précédent), alors d’une part p est l’un des entiers p; donc p|p1 x+: x ph, d'autre 
part pIN donc p divise la différence N — p1 x --- x pn = 1. Cela implique que p = 1, ce qui contredit que 
p soit un nombre premier. 

Cette contradiction nous permet de conclure qu’il existe une infinité de nombres premiers. 


3.2. Eratosthène et Euclide 


Comment trouver les nombres premiers ? Le crible d’Eratosthène permet de trouver les premiers 
nombres premiers. Pour cela on écrit les premiers entiers : pour notre exemple de 2 à 25. 


23 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 


Rappelons-nous qu’un diviseur positif d’un entier n est inférieur ou égal à n. Donc 2 ne peut avoir 
comme diviseurs que 1 et 2 et est donc premier. On entoure 2. Ensuite on raye (ici en grisé) tous 
les multiples suivants de 2 qui ne seront donc pas premiers (car divisible par 2) : 


(2) 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 


Le premier nombre restant de la liste est 3 et est nécessairement premier : il n’est pas divisible 
par un diviseur plus petit (sinon il serait rayé). On entoure 3 et on raye tous les multiples de 3 (6, 
9, 12,...). 


(2) (8) 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 
Le premier nombre restant est 5 et est donc premier. On raye les multiples de 5. 
(2) (3) 4 (5) 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 


7 est donc premier, on raye les multiples de 7 (ici pas de nouveaux nombres à barrer). Ainsi de 
suite : 11,13,17,19,28 sont premiers. 


(2) (3) 4 (5) 6 (7) 8 9 10 (11) 12 [13) 14 15 16 (17) 18 (19) 20 21 22 (23) 24 25 


Remarque 


Si un nombre n n’est pas premier alors un de ses facteurs est < yn. En effet si n = a x b avec 
a,b > 2 alors a < yn ou b < yn (réfléchissez par l’absurde!). Par exemple pour tester si un 
nombre < 100 est premier il suffit de tester les diviseurs < 10. Et comme il suffit de tester les 


. e e “Ji Z 


pas divisible par 2,3,5,7 et est donc un nombre premier. 
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Proposition 25. Lemme d’Euclide 


Soit p un nombre premier. Si plab alors pla ou pb. 


Démonstration 


Si p ne divise pas a alors p et a sont premiers entre eux (en effet les diviseurs de p sont 1 et p, mais 
seul 1 divise aussi a, donc pgcd(a, p) = 1). Ainsi par le lemme de Gauss plb. 


Exemple 33 


Si p est un nombre premier, yp n’est pas un nombre rationnel. 

La preuve se fait par l'absurde : écrivons yp = % avec a € Z,b € N° et pgcd(a,b) = 1. Alors 
p= a donc pb? = a°. Ainsi pla? donc par le lemme d’Euclide pla. On peut alors écrire 
a = pa! avec a! un entier. De l'équation pb? = a? on tire alors b? = pa’?. Ainsi p|b? et donc 
plb. Maintenant pla et p|b donc a et b ne sont pas premiers entre eux. Ce qui contredit 
pgcd(a, b) = 1. Conclusion yp n’est pas rationnel. 


3.3. Décomposition en facteurs premiers 


Théorème 5 


Soit n > 2 un entier. Il existe des nombres premiers p1 < p2 <... < pr et des exposants entiers 
Q1, @2,...,@r > 1 tels que : 


Zat Q2 
n= p] X P3 Xe. 


De plus les p; et les a; (i = 1,...,r) sont uniques. 


Exemple : 24 = 2° x 3 est la décomposition en facteurs premiers. Par contre 36 = 2? x 9 n’est pas la 
décomposition en facteurs premiers c’est 22 x 32. 


Remarque 


La principale raison pour laquelle on choisit de dire que 1 n’est pas un nombre premier, c’est 
que sinon il n’y aurait plus unicité de la décomposition : 24 = 28 x 3 = 1 x 29 x 3 = 12x99 x3 =... 


Démonstration 


Existence. Nous allons démontrer l’existence de la décomposition par une récurrence sur n. 

L'entier n = 2 est déjà décomposé. Soit n > 3, supposons que tout entier < n admette une décomposition 
en facteurs premiers. Notons p le plus petit nombre premier divisant n (voir le lemme 2). Si n est 
un nombre premier alors n = p1 et c’est fini. Sinon on définit l’entier n’ = F <n et on applique notre 
hypothèse de récurrence à n' qui admet une décomposition en facteurs premiers. Alors n = pı x n' 
admet aussi une décomposition. 


Unicité. Nous allons démontrer qu’une telle décomposition est unique en effectuant cette fois une 
récurrence sur la somme des exposants o =}, &i. 

Si o = 1 cela signifie n = pı qui est bien l’unique écriture possible. 

Soit o > 2. On suppose que les entiers dont la somme des exposants est < o ont une unique décomposi- 
tion. Soit n un entier dont la somme des exposants vaut o. Écrivons le avec deux décompositions : 


n=p% xp% x- xp =qf xq x- xq. 
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(Ona pi <p2<--etq1<g2<--..) 

Si pı < qı alors pı < qj pour tous les j = 1,...,s. Ainsi pı divise p{! x po 
pas af x qf za q” =n. Ce qui est absurde. Donc p1 > q1. 

Si pı > qı un même raisonnement conduit aussi à une contradiction. On conclut que p1 = q1. On pose 


alors 


2x... x p,” =n mais ne divise 


n = = 
Co lx plx. x per = qi x ghe x ee x go 


L'hypothèse de récurrence qui s’applique à n’ implique que ces deux décompositions sont les mêmes. 
Ainsi r =s et pi = qi, &i = Pi, i =1,...,r. 


Exemple 34 


504=2°x3°x7, 300=2?x3 x5. 
Pour calculer le pgcd on réécrit ces décompositions : 
504=2%»X82x50x7!, 800-22x8! x 52x70, 
Le pgcd est le nombre obtenu en prenant le plus petit exposant de chaque facteur premier : 
pgcd(504, 300) = 22 x 31 x 50 x 70 = 12. 
Pour le ppcm on prend le plus grand exposant de chaque facteur premier : 


ppem(504, 300) = 2° x 32 x 52 x 7! = 12600 


Mini-exercices 
. Montrer que n!+ 1 n’est divisible par aucun des entiers 2,3,...,n. Est-ce toujours un 
nombre premier ? 
. Trouver tous les nombres premiers < 108. 


. Décomposer a = 2340 et b = 15288 en facteurs premiers. Calculer leur pgcd et leur 
ppcm. 


. Décomposer 48400 en produit de facteurs premiers. Combien 48400 admet-il de divi- 
seurs ? 


. Soient a,b > 0. À l’aide de la décomposition en facteurs premiers, reprouver la formule 
pgcd(a,b) x ppem(a,b) = a xb. 


4. Congruences 


4.1. Définition 
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Définition 18 


Soit n > 2 un entier. On dit que a est congru à b modulo n, si n divise b — a. On note alors 


a=b (mod n). 


On note aussi parfois a =b (mod n) ou a = b[n]. Une autre formulation est 


a=b (modn) «= Jakez a=b+kn.] 


Remarquez que n divise a si et seulement si a =0 (mod n). 


Proposition 26 


1. La relation «congru modulo n» est une relation d'équivalence : 
- a=a (mod n), 
— sia =b (mod n) alors b =a (mod n), 
— sia =b (mod n) et b =c (mod n) alors a =c (mod n). 


. Sia =b (mod n)et c =d (mod n)alorsa+c=b+d (mod n). 


. Sia =b (mod n) et c =d (mod n) alors a x c =b xd (mod n). 


. Sia =b (mod n) alors pour tout k > 0, a? = b* (mod n). 


Exemple 35 


- 15=1 (mod 7), 72=2 (mod 7), 3=-11 (mod 7), 
— 5x+8=3 (mod 5) pour tout xEZ, 
— 1120%% = 12027 = 1 (mod 10), où 20xx est l’année en cours. 


Démonstration 


1. Utiliser la définition. 
2. Idem. 


8. Prouvons la propriété multiplicative : a = b (mod n) donc il existe k € Ztelquea=b+knetc=d 
(mod n) donc il existe Z € Z tel que c = d+£n. Alorsaxc=(b+kn)x(d+{n)=bd+(b£{+dk+k£nn 
qui est bien de la forme bd + mn avec m € Z. Ainsi ac = bd (mod n). 


4. C’est une conséquence du point précédent : avec a = c et b = d on obtient a? = b? (mod n). On 
continue par récurrence. 


Exemple 36 


Critère de divisibilité par 9. 


N est divisible par 9 si et seulement si la somme de ses chiffres est divisible par 9. | 


Pour prouver cela nous utilisons les congruences. Remarquons d’abord que 9|N équivaut à 
N =0 (mod 9) et notons aussi que 10 = 1 (mod 9), 102 = 1 (mod 9), 10? = 1 (mod 9)... 
Nous allons donc calculer N modulo 9. Écrivons N en base 10 : N = ag---aoaao (ao est le 
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chiffre des unités, a1 celui des dizaines...) alors N = 10/ax +--+ 10ĉ2a2 + 101a; +ao. Donc 


N =10"a; +--+ 10a +10!a1+ao 


=a + -+a2+a1ı+ao (mod 9) 


Donc N est congru à la somme de ses chiffres modulo 9. Ainsi N =0 (mod 9) si et seulement 
si la somme des chiffres vaut 0 modulo 9. 

Voyons cela sur un exemple : N = 488 889. Ici ao = 9 est le chiffre des unités, a1 = 8 celui des 
dizaines,... Cette écriture décimale signifie N =4:105+8:104+8:10%+8:102+8:10 +9. 


N =4-105+8-10f+8-10°+8-10°+8-10+9 
=4+8+8+8+8+9 (mod 9) 
=45 (mod 9) et on refait la somme des chiffres de 45 
=9 (mod 9) 
=0 (mod 9) 


Ainsi nous savons que 488 889 est divisible par 9 sans avoir effectué de division euclidienne. 


Remarque 


Pour trouver un «bon» représentant de a (mod n) on peut aussi faire la division euclidienne 
dea parn :a=bn+r alors a =r (mod n)et0<r<n. 


Exemple 37 


Les calculs bien menés avec les congruences sont souvent très rapides. Par exemple on sou- 
haite calculer 22! (mod 37) (plus exactement on souhaite trouver 0 < r < 37 tel que 2?t =r 
(mod 37)). Plusieurs méthodes : 


921 921 


1. On calcule , puis on fait la division euclidienne de par 37, le reste est notre 


résultat. C’est laborieux ! 


2. On calcule successivement les 2% modulo 37 : 21 = 2 (mod 37), 2? = 4 (mod 37), 23 = 
8 (mod 37), 24 = 16 (mod 37), 25 = 32 (mod 37). Ensuite on poublie pas d'utiliser les 
congruences : 26 = 64 = 27 (mod 37). 2" = 2-26 = 2.27 = 54 = 17 (mod 37) et ainsi de 
suite en utilisant le calcul précédent à chaque étape. C’est assez efficace et on peut 


raffiner : par exemple on trouve 28 = 34 (mod 37) mais donc aussi 28 = -3 (mod 37) et 
donc 2? = 2.28 = 2. (—3) = -6 = 31 (mod 37),... 


3. Il existe une méthode encore plus efficace : on écrit exposant 21 en base 2 : 21 = 
24 +22 +20 =16+4+1. Alors 22! = 216 .24 .21, Et il est facile de calculer successivement 
chacun de ces termes car les exposants sont des puissances de 2. Ainsi 28 = (24)? = 
16? = 256 = 34 = -3 (mod 37) et 216 = (28)? = (-3)? = 9 (mod 37). Nous obtenons 2?! = 
216 .24.21 = 9 x 16 x 2 = 288 = 29 (mod 37). 


4.2. Équation de congruence ax =b (mod n) 
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Proposition 27 


Soit a € Z*, b € Z fixés et n > 2. Considérons ľéquation | ax =b (mod n) j d’inconnue x € Z : 


1. Il existe des solutions si et seulement si pgcd(a,n)|b. 


2. Les solutions sont de la forme x = xp + Z l € Z où xọ est une solution particulière. 


nan)? 
Il existe donc pgcd(a, n) classes de solutions. 


Exemple 38 


Résolvons l’équation 9x = 6 (mod 24). Comme pgcd(9,24) = 3 divise 6 la proposition ci-dessus 
nous affirme qu’il existe des solutions. Nous allons les calculer. (Il est toujours préférable de 
refaire rapidement les calculs que d'apprendre la formule). Trouver x tel que 9x = 6 (mod 24) 
est équivalent à trouver x et k tels que 9x = 6+24k. Mis sous la forme 9x—24k = 6 il s’agit alors 
d’une équation que nous avons étudier en détails (voir section 2.3). Il y a bien des solutions 
car pgcd(9,24) = 3 divise 6. En divisant par le pgcd on obtient l'équation équivalente : 


3x — 8k = 2. 


Pour le calcul du pgcd et d’une solution particulière nous utilisons normalement l’algorithme 
d'Euclide et sa remontée. Ici il est facile de trouver une solution particulière (xo = 6, ko = 2) à 
la main. 

On termine comme pour les équations de la section 2.8. Si (x, k) est une solution de 3x -8k = 2 
alors par soustraction on obtient 3(x — xo) — 8(k — ko) = 0 et on trouve x = xo +84, avec Le Z (le 
terme k ne nous intéresse pas). Nous avons donc trouvé les x qui sont solutions de 3x—8k = 2, 
ce qui équivaut à 9x — 24k = 6, ce qui équivaut encore à 9x = 6 (mod 24). Les solutions sont de 
la forme x = 6 +87. On préfère les regrouper en 3 classes modulo 24 : 


x1=6+24m, x2=14+24m, x3=22+24m avecmezZ. 


Remarque 


Expliquons le terme de «classe» utilisé ici. Nous avons considérer ici que l'équation 9x = 6 
(mod 24) est une équation d’entiers. On peut aussi considérer que 9,x,6 sont des classes 
d'équivalence modulo 24, et l’on noterait alors 9x = 6. On trouverait comme solutions trois 
classes d'équivalence : 


x1=6, x%2=14 x3=22. 


Démonstration 


1. 


xe Z est un solution de l’équation ax =b (mod n) 
<> JIkeZ ax=b+kn 
<> JkeZ ax-kn=b 


<—> pgcd(a,n)|b par la proposition 21 


Nous avons juste transformé notre équation ax = b (mod n) en une équation ax — kn = b étudiée 
auparavant (voir section 2.3), seules les notations changent : au + bv = c devient ax- kn =b. 
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2. Supposons qu’il existe des solutions. Nous allons noter d = pged(a, n) et écrire a = da’, n = dn' 
et b = db’ (car par le premier point d|b). L'équation ax- kn = b d’inconnues x, € Z est alors 
équivalente à l'équation a/x - kn' = b', notée (+). Nous savons résoudre cette équation (voir de 
nouveau la proposition 21), si (xo, ko) est une solution particulière de (x) alors on connaît tous 
les (x,k) solutions. En particulier x = xo + Zn’ avec Z € Z (les k ne nous intéressent pas ici). 
Ainsi les solutions x € Z sont de la forme x = xo+£ EAEAN £ € Z où xo est une solution particulière 


de ax =b (mod n). Et modulo n cela donne bien pgcd(a, n) classes distinctes. 


4.3. Petit théorème de Fermat 


Théorème 6. Petit théorème de Fermat 


Si p est un nombre premier et a € Z alors 


al =a (mod D] 


Corollaire 5 


Si p ne divise pas a alors 


aP=1=1 (mod p) i 


Lemme 3 


p divise (?) pour 1< k < p — 1, c’est-à-dire (7) =0 (mod p). 


Démonstration 


(2) = donc p!=k!(p -k)!(?). Ainsi plkl(p —k)!(?). Or comme 1 < k < p -1 alors p ne divise pas 
k! (sinon p divise l’un des facteurs de k! mais il sont tous < p). De même p ne divise pas (p —k)!, donc 
par le lemme d’Euclide p divise (}). 


Démonstration Preuve du théorème 


Nous le montrons par récurrence pour les a > 0. 
— Sia =0 alors 0=0 (mod p). 
- Fixons a > 0 et supposons que a? = a (mod p). Calculons (a +1)? à l’aide de la formule du binôme 


de Newton : 
(a +1} = al? + B jar RARES PA 
il p-2 
Réduisons maintenant modulo p : 
(a+1) = a? + Dr a ce 2). (mod p) 
p-1 p-2 1 
=a?+1 (mod p) grâce au lemme 3 


=a+l (mod p) à cause de l'hypothèse de récurrence 


— Par le principe de récurrence nous avons démontré le petit théorème de Fermat pour tout a > 0. 
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| Il n’est pas dur d’en déduire le cas des a < 0. 


Exemple 39 


Calculons 14141 (mod 17). Le nombre 17 étant premier on sait par le petit théorème de 
Fermat que 1416 = 1 (mod 17). Écrivons la division euclidienne de 3141 par 16 : 


3141 = 16 x 196+ 5. 
Alors 
143141 = 41661965 = 1416x196 x 145 = (1416) 7 x 145 = 1196 x 145= 145 (mod 17) 


Il ne reste plus qu’à calculer 145 modulo 17. Cela peut se faire rapidement : 14 = -3 (mod 17) 
donc 142 = (-3)? =9 (mod 17), 14? = 14? x 14=9 x (—3) = -27 = 7 (mod 17), 145 = 142 x 14° = 
9 x 7 =63 = 12 (mod 17). Conclusion : 14°14 = 145 = 12 (mod 17). 


Mini-exercices 


1. Calculer les restes modulo 10 de 122+455, 122 x 455, 122455, Mêmes calculs modulo 11, 
puis modulo 12. 


. Prouver qu’un entier est divisible par 3 si et seulement si la somme de ses chiffres est 


divisible par 3. 
. Calculer 31° (mod 23). 
. Calculer 3100 (mod 23). 
. Résoudre les équations 3x = 4 (mod 7), 4x = 14 (mod 30). 
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Exercices Polynômes 


Exercices @ Fractions rationnelles 


Motivation 


Les polynômes sont des objets très simples mais aux propriétés extrêmement riches. Vous savez 
déjà résoudre les équations de degré 2 : aX?+bX +c = 0. Savez-vous que la résolution des équations 
de degré 3, aX? +bX? +cX +d =0, a fait l’objet de luttes acharnées dans l'Italie du XV1° siècle ? 
Un concours était organisé avec un prix pour chacune de trente équations de degré 3 à résoudre. 
Un jeune italien, Tartaglia, trouve la formule générale des solutions et résout les trente équations 
en une seule nuit! Cette méthode que Tartaglia voulait garder secrète sera quand même publiée 
quelques années plus tard comme la «méthode de Cardan ». 

Dans ce chapitre, après quelques définitions des concepts de base, nous allons étudier l’arithmé- 
tique des polynômes. Il y a une grande analogie entre l’arithmétique des polynômes et celles des 
entiers. On continue avec un théorème fondamental de l’algèbre : « Tout polynôme de degré n 
admet n racines complexes. » On termine avec les fractions rationnelles : une fraction rationnelle 
est le quotient de deux polynômes. 


Dans ce chapitre K désignera l’un des corps Q, R ou C. 
1. Définitions 
1.1. Définitions 
Définition 19 
Un polynôme à coefficients dans K est une expression de la forme 
P(X)=arX"+an1X" l+...+a2X?+a1X +ao, 


avec n E€ N et ao,a1,...,an EK. 
L'ensemble des polynômes est noté K[X]. 
— Les a; sont appelés les coefficients du polynôme. 
— Si tous les coefficients a; sont nuls, P est appelé le polynôme nul, il est noté 0. 
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— On appelle le degré de P le plus grand entier i tel que a; Z 0 ; on le note deg P. Pour le 
degré du polynôme nul on pose par convention deg{(0) = -co. 

— Un polynôme de la forme P = a avec ao € K est appelé un polynôme constant. Si 
ao £ 0, son degré est 0. 


Exemple 40 


- XXE 3 est un polynôme de degré 3. 
—- X” +1 est un polynôme de degré n. 
- 2 est un polynôme constant, de degré 0. 


1.2. Opérations sur les polynômes 
- Égalité. Soient P = an X” +an-1X"!+---+a1X +ao et Q =bn X” +bn-1X"1+---+b1X +00 
deux polynômes à coefficients dans K. 


P=Q ssi a;=b; pour tout i 


et on dit que P et Q sont égaux. 
- Addition. Soient P = an X” +an-1X"71+---+a1X +a et Q =bnX"+bn 1X" 1+...+b1X +bo. 
On définit : 


P +Q = (an +bn)X” +(an-1+bp-1)X "1 +---+(a1+b1)X + (ao + bo) 


- Multiplication. Soient P = aX” +an-1X™1+---+a1X +ao et Q = bmX” +bm-1X"1 + 
---+b1X + bo. On définit 


PxQ =¢,X" +e,- 1X1 +- +c1X +co avecr=n+m etc, = L aib; pour k € {0,...,r}. 
i+j=k 
- Multiplication par un scalaire. Si A € K alors À-P est le polynôme dont le i-ème coefficient 
est Aaj. 
Exemple 41 
- Soient P =aX?+bX?+cX +d et Q = aX?+pX +y. Alors P+Q =aX%+(b+a)X?+(c+B)X+ 


(d+y), P xQ =(aa)X5+(ap+ba)Xt+(ay+bßp+ca)X?+(by+cp+da)X?+(cy+dp)X +dy. 
Enfin P =Q si et seulement si a = 0, b =a, c=ßpetd=y. 


— La multiplication par un scalaire A -P équivaut à multiplier le polynôme constant À par 
le polynôme P. 


L'addition et la multiplication se comportent sans problème : 


Proposition 28 


Pour P,Q,R € K[X] alors 
- 0+P=P, P+Q=Q+P, (P+Q)+R=P+(Q+R); 
- 1. P=P, PxQ=QxP, (PxQ)xR=Px(QxR); 
- Px(Q+R)=PxQ+PxR. 


Pour le degré il faut faire attention : 
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Proposition 29 


Soient P et Q deux polynômes à coefficients dans K. 


deg(P x Q) = deg P + degQ | 
deg(P +Q)< max(degP,degQ) i 


On note R,[X1= {P € RIX] |degP < n}. Si P,Q € Rn[X] alors P +Q ER,[X1. 


1.3. Vocabulaire 


Complétons les définitions sur les polynômes. 


Définition 20 


- Les polynômes comportant un seul terme non nul (du type a}X*) sont appelés mo- 
nômes. 

— Soit P=a,X"+a, 1X""l+...+a1X +ao, un polynôme avec a, Z 0. On appelle terme 
dominant le monôme a, X”. Le coefficient an est appelé le coefficient dominant de 
2. 

— Si le coefficient dominant est 1, on dit que P est un polynôme unitaire. 


Exemple 42 


P(X)=(X-1KXX"+X" 1+...+X +1). On développe cette expression : P(X)=(X"*1+X7+ 
…+X?2+X)-(X"+X" 4.04 X +1) =X +121, P(X) est donc un polynôme de degré n +1, 


il est unitaire et est somme de deux monômes : X”+*1 et —1. 


Remarque 


Tout polynôme est donc une somme finie de monômes. 


Mini-exercices 


. Soit P(X)=3X%-2, Q(X) = X?+X-1,R(X)=aX +b. Calculer P+Q,PxQ,(P+Q)xR 
et P x Q x R. Trouver a et b afin que le degré de P -QR soit le plus petit possible. 


. Calculer (X + 1) - (X - 1)5. 


. Déterminer le degré de (X? + X + 1)” - aX?” - bX?! en fonction de a,b. 


. Montrer que si degP # degQ alors deg(P + Q) = max(degP,degQ). Donner un contre- 
exemple dans le cas où degP = deg Q. 

. Montrer que si P(X)=X"+a,_1X" 1+... alors le coefficient devant X”~t de P(X — —) 
est nul. 
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2. Arithmétique des polynômes 


Il existe de grandes similarités entre l’arithmétique dans Z et l’arithmétique dans K[X]. Cela nous 
permet d'aller assez vite et d’omettre certaines preuves. 


2.1. Division euclidienne 


Définition 21 


Soient A,B € KLX], on dit que B divise A s’il existe Q € K[X] tel que A = BQ. On note alors 
BJA. 


On dit aussi que A est multiple de B ou que A est divisible par B. 
Outre les propriétés évidentes comme AJA, 1|A et A|0 nous avons : 


Proposition 30 


Soient A,B,C € KIX]. 
1. Si A|B et B[A, alors il existe À € K* tel que A = AB. 
2. Si A|B et BIC alors A|C. 
3. Si C|A et C|B alors CI(AU + BV), pour tout U,V € K[X]. 


Théorème 7. Division euclidienne des polynômes 


Soient A,B € KLX], avec B # 0, alors il existe un unique polynôme Q et il existe un unique 


A=BQ+R et degR < degB. | 


Q est appelé le quotient et R le reste et cette écriture est la division euclidienne de À par B. 
Notez que la condition degR < degB signifie R = 0 ou bien 0 < degR < degB. 
Enfin R = 0 si et seulement si B|A. 


polynôme R tels que : 


Démonstration 


Unicité. Si A = BQ +R et A = BQ'+R', alors B(Q-Q')-R'-R. Or deg(R'-R) < degB. Donc Q'-Q =0. 
Ainsi Q = Q’, d’où aussi R = R’. 
Existence. On montre l'existence par récurrence sur le degré de A. 
— Si degA = 0 et degB > 0, alors À est une constante, on pose Q = 0 et R = A. Si degA = 0 et 
deg B = 0, on pose Q = A/B et R =0. 
— On suppose l'existence vraie ng degA <n-1. Soit A =a,X"+...+a0 un polynôme de degré 
n (an #0). Soit B = bmX™ +--+ bo avec bm #0. Si n <m on pose Q =0et R=A. 
Sin >m on écrit A =B. = oA n-m + Ąı avec degAı <n—1. On applique l'hypothèse de récurrence 
à A1 : il existe Q1, R1 € Kix] tels que A1 = BQ1 +R: et degRı < degB. Il vient : 


A= B|% X mQ + Rı. 


Donc Q = n X +Q1 et R = R; conviennent. 
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Exemple 43 


On pose une division de polynômes comme on pose une division euclidienne de deux entiers. 
Par exemple si À = 2X4- X?’ -—2X?+3X -1 et B=X?-X +1. Alors on trouve Q = 2X? +X -3 
et R = -X +2. On woublie pas de vérifier qu’effectivement A = BQ +R. 


2X4 -X3 -2X2 +3X -1 X2-xX+1 
= DXF22X3+0X" 


X3-4X2+3X-1 2X2+X-3 
- X8-x2+Xx 


-3X2 +2X -1 
— -3X?+3X-3 


-X +2 


Exemple 44 
Pour X4 -3X? + X + 1 divisé par X? +2 on trouve un quotient égal à X? -3X — 2 et un reste 
égale à 7X +5. 
Xt-3X?+ X+1 X? +2 
- xt +2X? 
-3X -2X? +X +1 X? -3X -2 
- -3X8 -6X 
-2X? +7X +1 
- -2X? -4 
7X +5 
2.2. pgcd 


Proposition 31 


Soient A,B € K[X], avec À # 0 ou B Z 0. Il existe un unique polynôme unitaire de plus grand 


degré qui divise à la fois À et B. 


Cet unique polynôme est appelé le pzcd (plus grand commun diviseur) de A et B que l’on note 
pgcd(A,B). 
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Remarque 


— pgcd(A,B) est un polynôme unitaire. 

Si A|B et A # 0, pgcd(A,B) = iA, où À est le coefficient dominant de A. 

Pour tout A € K*, pgcd(4A,B) = pgcd(A,B). 

— Comme pour les entiers : si À = BQ +R alors pgcd(A,B) = pgcd(B,R). C’est ce qui justifie 
Palgorithme ď’Euclide. 


Algorithme ď’Euclide. Soient A et B des polynômes, B # 0. 
On calcule les divisions euclidiennes successives, 


A=BQi+R: degRı < degB 
B = R1Q2 +Ro deg Rə < degR: 


R: = R2Q3 +R3 deg Rs < degRo 


Rpr-2 = Rpg-1Qk +R} degRy<degRz-_; 
Rpr-1 = RkQk+1 


Le degré du reste diminue à chaque division. On arrête l'algorithme lorsque le reste est nul. Le 
pgcd est le dernier reste non nul R} (rendu unitaire). 


Exemple 45 


Calculons le pgcd de A = X4 -1 et B = X? — 1. On applique algorithme d’Euclide : 


Xt-1 = (X?-1)xX+X-1 
X3-1 = (X-1)x(X2+X+1)+0 


Le pgcd est le dernier reste non nul, donc pgcd(X“— 1,X°—1)= X — 1. 


Exemple 46 
Calculons le pgcd de A=X5+X#+29X3+X2+X+2etB=X#+2X3+X2-4. 


XS+X4+02X8+X2+X +2 = (X4+2X?+X?-—4)x(X-1)+3X?+2X?+5X-2 
X4+2X$+X2-4 = (38X? +2X?+5X —2) x i(3X +4)- É(X2+X +2) 
3X3+2X2+5X-2 = (X?2+X+2)x(3X-1)+0 


Ainsi pgcd(A, B) = X? + X +2. 


Définition 22 


Soient A,B € K[X]. On dit que À et B sont premiers entre eux si pgcd(A,B)= 1. 


Pour A,B quelconques on peut se ramener à des polynômes premiers entre eux : si pgcd(A,B) = D 
alors À et B s'écrivent : A = DA’, B = DB' avec pgcd(A’,B') = 1. 


2.3. Théorème de Bézout 
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Théorème 8. Théorème de Bézout 


Soient A,B € K[X] des polynômes avec À Z 0 ou B # 0. On note D = pgcd(A,B). Il existe deux 
polynômes U,V e€ K[X] tels que AU +BV =D. 


Ce théorème découle de l’algorithme d’Euclide et plus spécialement de sa remontée comme on le 
voit sur l'exemple suivant. 


Exemple 47 


Nous avons calculé pgcd(X4— 1, X° — 1) = X - 1. Nous remontons l'algorithme d'Euclide, ici il 
n’y avait qu'une ligne : Xt-1=(X?-1)xX+X-1, pour en déduire X — 1 = CF DA LEE 
1)x(-X). Donc U = 1 et V = -X conviennent. 


Exemple 48 


Pour A = X5+X4+9X%+:X2+X+2etB=X4+2X%+X2-4 nous avions trouvé D = pgcd(A, B) = 
X2+X +2. En partant de lavant dernière ligne de l’algorithme d’Euclide on a d’abord : 
B=(3X%+2X?+5X —2) x L(3X +4) - ÉD donc 


14 a 1 
-D =B-(8X°+2X” +5X -2)x Z(8X +4). 


La ligne au-dessus dans l'algorithme d’Euclide était : A = B x (X - 1)+3X? +2X? +5X -2. On 
substitue le reste pour obtenir : 


-$p =B-(A-Bx(X-1))x EBX +4) 


On en déduit 
14 1 1 
ra =-A x gX +4) +B(1+(X- 1) x 3 GX +4) 
Donc en posant U = (3X+4)et V =-L(9+(X-1)3X+4)) = -L(8X?2+X+5) on a AU+BV = 


D. 


Le corollaire suivant s’appelle aussi le théorème de Bézout. 
Corollaire 6 


Soient À et B deux polynômes. À et B sont premiers entre eux si et seulement s’il existe deux 
polynômes U et V tels que AU +BV =1. 


Corollaire 7 


Soient A,B,C € K[X] avec À Z 0 ou B Z 0. Si CJA et C|B alors C|pgcd(A,B). 
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Corollaire 8. Lemme de Gauss 


Soient A,B,C € K[X]. Si A|BC et pgcd(A,B) = 1 alors A|C. 


2.4. ppcm 


Proposition 32 


Soient A,B € K[X] des polynômes non nuls, alors il existe un unique polynôme unitaire M de 
plus petit degré tel que A|M et BIM. 


Cet unique polynôme est appelé le ppem (plus petit commun multiple) de A et B qu’on note 
ppem(A,B). 


Exemple 49 


ppem (X(X - 2) (X? + 1)4,(X + 1)(X - 2PX? + 1)}) = X(X + 1XX - 2PX? + 1)4. 


De plus le ppem est aussi le plus petit au sens de la divisibilité : 
Proposition 33 


Soient A,B € K[X] des polynômes non nuls et M = ppem(A, B). Si C € K[X] est un polynôme 
tel que A|C et B|C, alors M|C. 


Mini-exercices 


. Trouver les diviseurs de X*+2X? + 1 dans R[X], puis dans C[X]. 
. Montrer que X — 1|X” —1 (pour n > 1). 


. Calculer les divisions euclidiennes de A par B avec A = X{-1, B = X° - 1. Puis À = 
4X?’ +2X? -X -5 et B =X? +X; A =2X*-—9X? +18X? -21X +2 et B = X?-3X+1; 
A=X5-2X*+6X°? et B =2X°? +1. 


. Déterminer le pged de A = X5 + X? + X? +1 et B = 2X? + 3X? +2X +3. Trouver les 
coefficients de Bézout U,V. Mêmes questions avec A = X5- 1 et B=Xt+X+1. 


. Montrer que si AU + BV = 1 avec degU < degB et deg V < deg A alors les polynômes 
U,V sont uniques. 


3. Racine d’un polynôme, factorisation 


3.1. Racines d’un polynôme 
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Définition 23 


Soit P = aX” +an-1X"! + ---+a1X +ao € KIX]. Pour un élément x € K, on note P(x) = 
anx” +---+a1ıx +ao. On associe ainsi au polynôme P une fonction polynôme (que l’on note 
encore P) 

P:K—K, x—P(x)=anx" +- --+a1x+ao. 


Définition 24 


Soit P € K[X] et a € K. On dit que a est une racine (ou un zéro) de P si P(a)=0. 


Proposition 34 


P(a)=0 = X-a divise P 


Démonstration 


Lorsque l’on écrit la division euclidienne de P par X -a on obtient P = Q (X - a)+R où R est une 
constante car deg R < deg(X - a) = 1. Donc P(a)=0 = R(a)=0 > R =0 > X-a}|P. 


Définition 25 
Soit k € N*. On dit que « est une racine de multiplicité k de P si (X —«)? divise P alors que 
(X — a)**1 ne divise pas P. Lorsque k = 1 on parle d’une racine simple, lorsque k = 2 d’une 
racine double, etc. 

On dit aussi que a est une racine d’ordre k. 
Proposition 35 


Il y a équivalence entre : 


(i) a est une racine de multiplicité k de P. 
Gii) Il existe Q € K[X] tel que P = (X — a)*Q, avec Q(a) Z0. 
Gii) P(a)=P'(a)= = P*®-V(a) = 0 et PA(a) #0. 


Remarque 


Par analogie avec la dérivée d’une fonction, si P(X) = ao +a1X +---+anX” € K[X] alors le 
polynôme P'(X)=a1+2a2X +---+nanX™! est le polynôme dérivé de P. 


3.2. Théorème de d’Alembert-Gauss 


Passons à un résultat essentiel de ce chapitre : 
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Théorème 9. Théorème de d’Alembert-Gauss 


Tout polynôme à coefficients complexes de degré n > 1 a au moins une racine dans C. Il admet 


exactement n racines si on compte chaque racine avec multiplicité. 


Nous admettons ce théorème. 


Exemple 50 


Soit P(X) =aX?+bX +c un polynôme de degré 2 à coefficients réels : a,b,c € R et a # 0. 
- Si A =b? -—4ac > 0 alors P admet 2 racines réelles distinctes DA et 2A 

—b+iViAI t Zezi vA 
2a a ? 


— Si A <0 alors P admet 2 racines complexes distinctes 
— Si A =0 alors P admet une racine réelle double ze. 
En tenant compte des multiplicités on a donc toujours exactement 2 racines. 


Exemple 51 


P(X)=X”" -1 admet n racines distinctes. 

Sachant que P est de degré n alors par le théorème de d’Alembert-Gauss on sait qu’il admet 
n racines comptées avec multiplicité. Il sagit donc maintenant de montrer que ce sont des 
racines simples. Supposons —-par l’absurde- que «a € C soit une racine de multiplicité > 2. 
Alors P(a) = 0 et P'(a) = 0. Donc a” -1 = 0 et na”! = 0. De la seconde égalité on déduit 
a = 0, contradictoire avec la première égalité. Donc toutes les racines sont simples. Ainsi les 
n racines sont distinctes. (Remarque : sur cet exemple particulier on aurait aussi pu calculer 
les racines qui sont ici les racines n-ième de l’unité.) 


Pour les autres corps que les nombres complexes nous avons le résultat plus faible suivant : 


Théorème 10 


Soit P € K[X] de degré n > 1. Alors P admet au plus n racines dans K. 


Exemple 52 


P(X)=3X%-2X?+6X -4. Considéré comme un polynôme à coefficients dans Q ou R, P n’a 
qu’une seule racine (qui est simple) a = 2 et il se décompose en P(X) = 3(X — 2X 2 +2). Si on 
considère maintenant P comme un polynôme à coefficients dans C alors P(X) = 3(X — 2X — 
iV2\X +iv2) et admet 3 racines simples. 


3.3. Polynômes irréductibles 


Définition 26 


Soit P € K[X] un polynôme de degré > 1, on dit que P est irréductible si pour tout Q € KLX] 
divisant P, alors, soit Q € K*, soit il existe À € K* tel que Q = AP. 
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Remarque 


— Un polynôme irréductible P est donc un polynôme non constant dont les seuls diviseurs 
de P sont les constantes ou P lui-même (à une constante multiplicative près). 

— La notion de polynôme irréductible pour l’arithmétique de K[X] correspond à la notion 
de nombre premier pour l’arithmétique de Z. 

— Dans le cas contraire, on dit que P est réductible ; il existe alors des polynômes A,B de 
K[X] tels que P = AB, avec deg A > 1 et degB > 1. 


Exemple 53 


— Tous les polynômes de degré 1 sont irréductibles. Par conséquent il y a une infinité de 
polynômes irréductibles. 

- X2-1=(X -1)X + 1) € RIX] est réductible. 

- X2+1=(X -iXX +i) est réductible dans C[X] mais est irréductible dans R[X]. 

- X2-9=(X - /2)X + V2) est réductible dans R[X] mais est irréductible dans Q[X]. 


Nous avons l’équivalent du lemme d’Euclide de Z pour les polynômes : 


Proposition 36. Lemme d’Euclide 


Soit P € K[X] un polynôme irréductible et soient A,B € K[X]. Si P|AB alors P|A ou P]B. 


Démonstration 


Si P ne divise pas À alors pgcd(P,A)= 1 car P est irréductible. Donc, par le lemme de Gauss, P divise 
B. 


3.4. Théorème de factorisation 


Théorème 11 


Tout polynôme non constant À € K[X] s'écrit comme un produit de polynômes irréductibles 


unitaires : 


AP pe Pi: 


où AeEK*,reN*,k;eN* et les P; sont des polynômes irréductibles distincts. 
De plus cette décomposition est unique à l’ordre près des facteurs. 


Il s’agit bien sûr de l’analogue de la décomposition d’un nombre en facteurs premiers. 


3.5. Factorisation dans CIX] et RIX] 
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Théorème 12 


Les polynômes irréductibles de C[X] sont les polynômes de degré 1. 


Donc pour P € C[X] de degré n > 1 la factorisation s'écrit P = AX-a1)*(X-a2)"? 
où @1,..., Ær sont les racines distinctes de P et k1,...,kr sont leurs multiplicités. 


Démonstration 


Ce théorème résulte du théorème de d’Alembert-Gauss. 


Théorème 13 


Les polynômes irréductibles de RIX] sont les polynômes de degré 1 ainsi que les polynômes 
de degré 2 ayant un discriminant A <0. 
Soit P € RIX] de degré n > 1. Alors la factorisation s'écrit P = A(X - a1) (X — a2)? --- (X — 


ar}rQ{ 0 où les a; sont exactement les racines réelles distinctes de multiplicité k; et 
les Q; sont des polynômes irréductibles de degré 2 : Q; = X? + PiX +y; avec A = p —4yi <0. 


Exemple 54 


P(X) = 2X4(X - 1)?(X? + 1)(X? + X + 1) est déjà décomposé en facteurs irréductibles dans 
RIX] alors que sa décomposition dans C[X] est P(X) = 2X*(X - DPX -DPX +P X -DAX — ÿ?) 


où j = e+ = A, 
Exemple 55 


Soit P(X) = X4+1. 
- Sur C. On peut d’abord décomposer P(X) = (X? +i)X? - i). Les racines de P sont donc 
les racines carrées complexes de i et —i. Ainsi P se factorise dans C[X] : 


P(X)=(X-%201+5))(X + Ža +D) (X - a -D(X + Za -i)). 


— Sur R. Pour un polynôme à coefficient réels, si æ est une racine alors & aussi. Dans la 
décomposition ci-dessus on regroupe les facteurs ayant des racines conjuguées, cela doit 
conduire à un polynôme réel : 


PX)=|(X- a+) Z- a-d) [X+ 2a +X +20 -5)] = [xX?+v2x+1][X-v2x+1], 


qui est la factorisation dans RIX]. 


Mini-exercices 


1. Trouver un polynôme P(X) € Z[X] de degré minimal tel que : f soit une racine simple, 
V2 soit une racine double et i soit une racine triple. 


2. Montrer cette partie de la proposition 35 : « P(a) = 0 et P'(a)=0 <> a est une racine 
de multiplicité > 2 ». 


3. Montrer que pour P € C[X] : «P admet une racine de multiplicité > 2 = P et P' ne 
sont pas premiers entre eux ». 
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4. Factoriser P(X) = (2X? +X -2) (X+ - 1)? et Q(X) = 3(X2-1){X2-X +) dans CIXI. En 
déduire leur pgcd et leur ppem. Mêmes questions dans R[X]. 


5. Si pgcd(A,B) = 1 montrer que pgcd(A + B,A x B)=1. 


6. Soit P € RIX] et a € C\R tel que P(a) = 0. Vérifier que P(&) = 0. Montrer que (X -aXX - 
à) est un polynôme irréductible de R[X] et qu'il divise P dans R[X1]. 


4. Fractions rationnelles 


Définition 27 


Une fraction rationnelle à coefficients dans K est une expression de la forme 


fre 
Q 


où P,Q € K[X] sont deux polynômes et Q # 0. 


Toute fraction rationnelle se décompose comme une somme de fractions rationnelles élémentaires 
que l’on appelle des « éléments simples ». Mais les éléments simples sont différents sur C ou sur R. 


4.1. Décomposition en éléments simples sur C 


Théorème 14. Décomposition en éléments simples sur C 


Soit P/Q une fraction rationnelle avec P,Q € CIX], pgcd(P,Q)=1etQ = (X-a)! --- (X-a). 
Alors il existe une et une seule écriture : 


P a1,1 a1,2 nr d1,k: 
Q (X-a)41 (X-ga) (X — a1) 


EU 2h 
(X — a2)*2 (X - a2) 
TE 


Le polynôme E s'appelle la partie polynomiale (ou partie entière). Les termes sont les 


a 
(X-a) 
éléments simples sur C. 


Exemple 56 


- Vérifier que zH = = + = avec a = di, b = di. 
X4-8X2+9X-7 _ -1 2 -1 
ayons A tlta at s 


— Vérifier que 


Comment se calcule cette décomposition ? En général on commence par déterminer la partie poly- 
nomiale. Tout d’abord si degQ > degP alors E(X) = 0. Si deg P < degQ alors effectuons la division 
euclidienne de P par Q : P = QE +R donc 5 =E+ S où degR < degQ. La partie polynomiale est 
donc le quotient de cette division. Et on s’est ramené au cas d’une fraction 5 avec deg R < degQ. 


Voyons en détails comment continuer sur un exemple. 


EG Polynômes 


Exemple 57 


P _ X5- ur 8X+11 
Q -3X+2 
— Première étape : partie orale On calcule la division euclidienne de P par Q : 


P(X)=(X2+1)Q(X)+2X? -5X +9. Donc la partie polynomiale est E(X) = X? + 1 et la 


2 2 
fraction s’écrit a = =X?+1+ te. Notons que pour la fraction aa” le degré 


Décomposons la fraction 


du numérateur est strictement plus petit que le degré du dénominateur. 

- Deuxième étape : factorisation du dénominateur. Q a pour racine évidente +1 
(racine double) et —2 (racine simple) et se factorise donc ainsi Q(X) = (X - 1)(X + 2). 

- Troisième étape : décomposition théorique en éléments simples. Le théorème 
de décomposition en éléments simples nous dit qu’il existe une unique décomposition : 


D = E(X) + y + = + x. Nous savons déjà que E(X) = X? +1, il reste à trouver 
les nombres a,b,c. 
— Quatrième étape : détermination des coefficients. Voici une première façon de 
P Ç 


déterminer a,b,c. On récrit la fraction 


> : 2X?-5X+9 . 
l’identifie avec où : 


ere + + y au même dénominateur et on 


a b n c _ (b+c)X?+(a+b- 2c)X +2a -2b +c Fe 2X2-5X +9 
u1 doit etre e a a aA 
th ae X- DAX +2) i aea XD +2) 


On en déduit b+c=2, a +b — 2c = —5 et 2a — 2b + c = 9. Cela conduit à l’unique solution 
a=2,b=-1,c=3. Donc 
P XS-2X3+4X?2-8X+11 9 2 -1 3 


EE E 1 ——— 7 
Q X3 3X12 +-+ X2 X1 X2 


Cette méthode est souvent la plus longue. 
— Quatrième étape (bis) : détermination des coefficients. Voici une autre méthode 


plus efficace. 
P'(X) _ _2X?-5X+9 a b c 
Notons QX) = (X-1}(X +2) (X-1)} + X-1 X+2 


Pour déterminer a on multiplie la fraction A par (X — 1)? et on évalue en x= 1. 


dont la décomposition théorique est : + 


Tout d’abord en partant de la décomposition théorique on a : 


PIX | . 5 E 
FER gg X Dte g done Fi(l)=a 
D'autre part 
2 _ 
F-17220 -x-1 2X°-5X +9 _2X"-5X +9 donc F:(1)=2 


Q(X) (X —1)2(X +2) X +2 


On en déduit a = 2. 

On fait le même processus pour déterminer c : on multiplie par (X +2) et on évalue en 
2 

—2. On calcule F2(X) = (X +252 = E = ne + DE + c de deux ee et 

lorsque l’on évalue x = —2 on obtient d’une part F2(—2) = c et d’autre part F2(—2) = 


Ainsi c = 8. 
Comme les coefficients sont uniques tous les moyens sont bons pour les déterminer. Par 


exemple lorsque l’on évalue la décomposition théorique FD = est? + ma +% en 


x= 0, on obtient : 
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9 _ c = c_9__ 
Donc ġ =a-b +5. Donc b =a+5-53=-71. 


4.2. Décomposition en éléments simples sur R 


Théorème 15. Décomposition en éléments simples sur R 


Soit P/Q une fraction rationnelle avec P,Q € RIX], pgcd(P,Q) = 1. Alors P/Q s’écrit de ma- 
nière unique comme somme : 

— d’une partie polynomiale E(X), 

— d'éléments simples du type Berma 
— éléments simples du type E 
Où les X — a et X? + aX + B sont les facteurs irréductibles de Q(X) et les exposants i sont 
inférieurs ou égaux à la puissance correspondante dans cette factorisation. 


Exemple 58 


4 3 2 
Décomposition en éléments simples de Ta] = PTS EST RE Comme deg P < degQ alors 
E(X) = 0. Le dénominateur est déjà factorisé sur R car X? +X + 1 est irréductible. La décom- 


position théorique est donc : 


PCR) __aX+b  , cX+d œ 
Q(X) (X2+X+1) X2+X+1 X-1 


Il faut ensuite mener au mieux les calculs pour déterminer les coefficients afin d’obtenir : 


PC) _ __2X+1 _ -1 _ 3 
Q(X) (X2+X +1) X2+X+1 X-1 


Mini-exercices 


. Soit Q(X) = (X - 2) (X2 — 1)(X2 + 1)4. Pour P € R[X] quelle est la forme théorique de la 
décomposition en éléments simples sur C de = ? Et sur R? 


Lo e ol a 
X2-1° (X-1} ? X?-1' 
X?+X+1 . 2X?-X . 
(X-1XX +2) > (X2+2Y ? 


. Décomposer les fractions suivantes en éléments simples sur R et C : 


. Décomposer les fractions suivantes en éléments simples sur R : 
X6 
QIE: 


. Soit F(X) = Ph Déterminer l'équation de l’asymptote oblique en +co. Étudier la 


position du graphe de F par rapport à cette droite. 
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Vidéo W partie 4. Le groupe Z/nZ 
5. 


Vidéo W partie Le groupe des permutations 


Motivation 


Évariste Galois a tout juste vingt ans lorsqu'il meurt dans un duel. Il restera pourtant comme l’un 
des plus grands mathématiciens de son temps pour avoir introduit la notion de groupe, alors qu’il 
avait à peine dix-sept ans. 

Vous savez résoudre les équations de degré 2 du type ax? +bx+c = 0. Les solutions s'expriment en 
fonction de a,b,c et de la fonction racine carrée v . Pour les équations de degré 3, ax?+bx?+cx+d = 
0, il existe aussi des formules. Par exemple une solution de x3 +3x+ 1 = 0 est xo = \/ w — V VE, 
De telles formules existent aussi pour les équations de degré 4. 

Un préoccupation majeure au début du XIX° siècle était de savoir s’il existait des formules simi- 
laires pour les équations de degré 5 ou plus. La réponse fut apportée par Galois et Abel : non il 
n'existe pas en général une telle formule. Galois parvient même à dire pour quels polynômes c’est 
possible et pour lesquels ce ne l’est pas. Il introduit pour sa démonstration la notion de groupe. 


Les groupes sont à la base d’autres notions mathématiques comme les anneaux, les corps, les 
matrices, les espaces vectoriels... Mais vous les retrouvez aussi en arithmétique, en géométrie, en 
cryptographie! 


Nous allons introduire dans ce chapitre la notion de groupe, puis celle de sous-groupe. On étu- 


diera ensuite les applications entre deux groupes : les morphismes de groupes. Finalement nous 
détaillerons deux groupes importants : le groupe Z/nZ et le groupe des permutations A. 


1. Groupe 


1.1. Définition 
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Définition 28 
Un groupe (G, x) est un ensemble G auquel est associé une opération x (la loi de composi- 
tion) vérifiant les quatre propriétés suivantes : 

1. pour tout x,y €G, xxyeG (x est une loi de composition interne) 

2. pour tout x,y,z €G, (xxy)xz=xx(yxz) (la loi est associative) 

3. il existe e € G tel que VxeG,xxe=x et exx=x (e estľélément neutre) 

4 


. pour tout x € G il existe x' € G tel que xxx'=x'xx=e (x' est l'inverse de x et est 
noté x71) 


Si de plus l'opération vérifie 
pour tous x,y EG, xky=yx*x, 


on dit que G est un groupe commutatif (ou abélien). 
Remarque 


- Lélément neutre e est unique. En effet si e' vérifie aussi le point (3), alors on a e'xe =e 
(car e est élément neutre) et e' xe = e' (car e' aussi). Donc e = e'. Remarquez aussi que 
l'inverse de l'élément neutre est lui-même. Sil y a plusieurs groupes, on pourra noter 
eg pour l'élément neutre du groupe G. 

- Un élément x € G ne possède qu’un seul inverse. En effet si x’ et x” vérifient tous les 
deux le point (4) alors on a x xx” = e donc x' * (x xx") = x' x e. Par lassociativité (2) et la 
propriété de élément neutre (3) alors (x' x x) x x” = x'. Mais x' x x = e donc e x x” = x' et 
ainsi x” = x’. 


1.2. Exemples 


Voici des ensembles et des opérations bien connus qui ont une structure de groupe. 
- (R*,x) est un groupe commutatif, x est la multiplication habituelle. Vérifions chacune des 
propriétés : 
1. Si x,y €R* alors x x y € R*. 


2. Pour tout x,y,z € R* alors x x (y x z) = (x x y) x z, čest l’associativité de la multiplication des 
nombres réels. 


3. 1 est lélément neutre pour la multiplication, en effet 1 x x = x et x x 1 = x, ceci quelque soit 
xE R*. 
4. L'inverse d’un élément x € R* est x’ = 1 (car x x 1 est bien égal à élément neutre 1). 


1 


L'inverse de x est donc x~- = F, Notons au passage que nous avions exclu 0 de notre groupe, 


car il n’a pas d’inverse. 
Ces propriétés font de (R*, x) un groupe. 


5. Enfin x x y = y x x, c’est la commutativité de la multiplication des réels. 


— (Q*, x), (C*, x) sont des groupes commutatifs. 
- (Z, +) est un groupe commutatif. Ici + est l’addition habituelle. 


1. Six,yeZalorsx+yez. 
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2. Pour tout x,y,z € Z alors x+ (y +z)=(x+y)+z. 
3. 0 est élément neutre pour l'addition, en effet 0 +x = x et x +0 = x, ceci quelque soit x € Z. 


4. Linverse d’un élément x € Z est x’ = —x car x + (—x) = 0 est bien l’élément neutre 0. Quand 
la loi de groupe est + l'inverse s'appelle plus couramment l'opposé. 


5. Enfin x+y = y +x, et donc (Z, +) est un groupe commutatif. 


— (Q, +), (R, +), (C, +) sont des groupes commutatifs. 
— Soit Z l’ensemble des rotations du plan dont le centre est à l’origine O. 
À 


Ro 


O 


Alors pour deux rotations Rọ et Ro la composée Roo Ry est encore une rotation de centre 
l'origine et d’angle 0 +0’. Ici o est la composition. Ainsi (Z, 0) forme un groupe (qui est même 
commutatif). Pour cette loi l'élément neutre est la rotation d'angle 0 : c’est l'identité du plan. 
L’inverse d’une rotation d'angle 0 est la rotation d'angle —0. 

— Si J désigne l’ensemble des isométries du plan (ce sont les translations, rotations, réflexions 
et leurs composées) alors (7,0) est un groupe. Ce groupe n’est pas un groupe commutatif. En 
effet, identifions le plan à R? et soit par exemple R la rotation de centre O = (0,0) et d'angle 
z et T la translation de vecteur (1,0). Alors les isométries ToR et RoT sont des applications 
distinctes. Par exemple les images du point À = (1,1) par ces applications sont distinctes : 
T'oR(1,1) = T(-1,1) = (0,1) alors que R o T(1, 1) = R(2, 1) = (-1,2). 


À À 


RoT(A) 


R(A) A > T(A) 


Voici deux exemples qui ne sont pas des groupes : 


- (Z*,x) n’est pas un groupe. Car si 2 avait un inverse (pour la multiplication x) ce serait l 
qui n’est pas un entier. 


— (N, +) west pas un groupe. En effet l'inverse de 3 (pour l'addition +) devrait être -3 mais 
-3 ¢ N. 


Nous étudierons dans les sections 4 et 5 deux autres groupes très importants : les groupes cycliques 
(Z/nZ, +) et les groupes de permutations (A, o). 


1.3. Puissance 


Revenons à un groupe (G, x). Pour x € G nous noterons x xx par x? et xxxxx par x°. Plus 
généralement nous noterons : 


1.4 


A Groupes 


n fois 
Rappelez-vous que x”! désigne l’inverse de x dans le groupe. 


Les règles de calcul sont les mêmes que pour les puissances des nombres réels. Pour x,y € G et 
m,n € Z nous avons : 

—- x” kx” = ann, 

= (any = x”, 

= (xxy) l=y lxx-l, attention à l’ordre! 

— Si(G,x) est commutatif alors (x x y)” = x” x y”. 


Exemple des matrices 2 x 2 


Une matrice 2 x 2 est un tableau de 4 nombres (pour nous des réels) notée ainsi : 


a b 
c d| 
Nous allons définir opération produit noté x de deux matrices M = (4 A et M' = (s al ; 


a b a! b' aa'+bc' ab'+bd' 
MxM'= = . 
í k à i É a e cb'+dd' 


Voici comment présenter les calculs, on place M à gauche, M’ au dessus de ce qui va être le résultat. 
On calcule un par un, chacun des termes de M x M”. 

Pour le premier terme on prend la colonne située au dessus et la ligne située à gauche : on effectue 
les produits a x a’ et b x c' qu’on additionne pour obtenir le premier terme du résultat. Même chose 
avec le second terme : on prend la colonne située au dessus, la ligne située à gauche, on fait les 
produit, on additionne : ab’ + bd’. Idem pour les deux autres termes. 


aa'+bc' ab'+bd' 
ca'+dc' cb'+dd' 


Par exemple si M = (4 4) et M' = (49) alors voici comment poser les calculs (M x M' à gauche, 
M' x M à droite) 
2 1 0 -1 
1 1 3 1 1 0 1 1 
0 —1} \-2 -1 2 1 2 1 


alors M x M' = ( 3, 1) et M' x M = (4 }). Remarquez qu’en général M x M' 4 M' x M. 


E 1 1 


Le déterminant d'une matrice M = (% A est par définition le nombre réel 


detM = ad —-bc. 
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Proposition 37 


L'ensemble des matrices 2 x 2 ayant un déterminant non nul, muni de la multiplication des 
matrices x, forme un groupe non-commutatif. 


Ce groupe est noté (W2, x). 


Nous aurons besoin d’un résultat préliminaire : 


Lemme 4 


det(M x M’) = det M -det M”. 


Pour la preuve, il suffit de vérifier le calcul : (aa’+bc’)(cb!+dd')-(ab'+bd')(ca'+dc') =(ad- 
bca’d'—b'c'). 
Revenons à la preuve de la proposition. 


Démonstration 


1. Vérifions la loi de composition interne. Si M,M' sont des matrices 2 x 2 alors M x M' aussi. 
Maintenant si M et M’ sont de déterminants non nuls alors det(M x M") = det M -det M' est aussi 
non nul. Donc si M,M' € la alors M x M' € Go. 


2. Pour vérifier que la loi est associative, c’est un peu fastidieux. Pour trois matrices M, M', M" 
quelconques il faut montrer (M x M") x M" = M x (M' x M"). Faites-le pour vérifier que vous 
maîtrisez le produit de matrices. 


3. Existence de l'élément neutre. La matrice identité I = (49) est l'élément neutre pour la multi- 
plication des matrices : en effet (2 b) x (49) = (2 b) et (49) x (28) =(28). 
4. Existence de l'inverse. Soit M = ($ P) une matrice de déterminant non nul alors M! = 


— (4, -b) est l'inverse de M : vérifiez que M x M7! = I et que M“! x M =I. 


5. Enfin nous avons déjà vu que cette multiplication west pas commutative. 


Mini-exercices 


1. Montrer que (Rž, x) est un groupe commutatif. 


2. Soit fab : R — R la fonction définie par x ax +b. Montrer que l’ensemble F = {fa,b |a € 
R*,b € R} muni de la composition «o» est un groupe non commutatif. 


3. (Plus dur) Soit G =]-1,1[. Pour x, y € G on définit x x y = m Montrer que (G, x) forme 


un groupe en (a) montrant que x est une loi de composition interne : x x y € G; (b) 


montrant que la loi est associative ; (c) montrant que 0 est élément neutre ; (d) trouvant 
l'inverse de x. 


Soit (G, *) est un groupe quelconque, x,y,z sont des éléments de G. 
4. Montrer que si x x y = x x z alors y =z. 
5. Que vaut (x71) ? 


6. Six” = e, quel est l'inverse de x? 


Matrices : 
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7. Soient Mı = (? 1), M2 = (£ 2), M3 = (4 2). Vérifier que M1 x (Mo x M3) = (Mı x Mo) x M3. 
8. Calculer (M1 x Mo} et M? x MÈ. (Rappel : M?=M xM) 


9. Calculer les déterminants des M; ainsi que leur inverse. 


10. Montrer que l’ensemble des matrices 2x2 muni de l’addition + définie par £ b)+ e o) = 


(era b+b' 
c+c' d+d' 


) forme un groupe commutatif. 


2. Sous-groupes 


Montrer qu’un ensemble est un groupe à partir de la définition peut être assez long. Il existe une 
autre technique, c’est de montrer qu’un sous-ensemble d’un groupe est lui-même un groupe : c’est 
la notion de sous-groupe. 


2.1. Définition 
Soit (G, x) un groupe. 
Définition 29 


Une partie H cG est un sous-groupe de G si : 
- ecH, 
— pour tout x,yEeH,onaxxyeH, 
- pour toutxeH,onax leH. 


Notez qu’un sous-groupe H est aussi un groupe (H, x) avec la loi induite par celle de G. 
Par exemple si x € H alors, pour tout n € Z, nous avons x” € H. 


Remarque 


Un critère pratique et plus rapide pour prouver que H est un sous-groupe de G est : 
— H contient au moins un élément 
- pour tout x,yEeH,xxy leH. 


2.2. Exemples 


- (RŽ, x) est un sous-groupe de (R*, x). En effet : 
- 1ER?, 
- si x,y € R{ alors x x y € R{, 
- si x € R% alors x71 = t e Ri. 
— (U, x) est un sous-groupe de (C*, x), où U = {z € C| |z| = 1}. 
— (Z, +) est un sous-groupe de (R, +). 
— {e} et G sont les sous-groupes triviaux du groupe G. 
— Lensemble # des rotations du plan dont le centre est à l’origine est un sous-groupe du groupe 
des isométries J. 
— L'ensemble des matrices diagonales (a 9) avec a # 0 et d #0 est un sous-groupe de (2, x). 


2.3. Sous-groupes de 7 
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Proposition 38 


Les sous-groupes de (Z, +) sont les nZ, pour n eZ. 


L'ensemble nZ désigne l’ensemble des multiples de n : 
nZ={knlkez}. 


Par exemple : 
— 2Z = {...,—4,—2,0, +2, +4, +6,...} est l’ensemble des entiers pairs, 
— 77=f{...,-14,-7,0,+7,+14,+21,...} est l’ensemble des multiples de 7. 


Démonstration 


Fixons n € Z. L'ensemble nZ est un sous-groupe de (Z, +), en effet : 
- nZcCZ, 
— l’élément neutre 0 appartient à nZ, 
— pour x = kn et y = k'n des éléments de nZ alors x + y =(k+k')n est aussi un élément de nZ, 
— enfin si x = kn est un élément de nZ alors —x = (—k)n est aussi un élément de nZ. 


Réciproquement soit H un sous-groupe de (Z,+). Si H = {0} alors H = 0Z et c’est fini. Sinon H contient 
au moins un élément non-nul et positif (puisque tout élément est accompagné de son opposé) et notons 


n=min{h>0|heH}. 


Alors n > 0. Comme n € H alors -neH,2n=n+neH,et plus généralement pour k € Z alors kn € H. 
Ainsi nZ c H. Nous allons maintenant montrer l'inclusion inverse. Soit h € H. Écrivons la division 
euclidienne : 

h=kn+r, avec k;reZz et O<r<n. 


Mais h € H et kn € H donc r = h — kn € H. Nous avons un entier r > 0 qui est un élément de H et 
strictement plus petit que n. Par la définition de n, nécessairement r = 0. Autrement dit h = kn et donc 
h € nZ. Conclusion H = nZ. 


2.4. Sous-groupes engendrés 


Soit (G, x) un groupe et E c G un sous-ensemble de G. Le sous-groupe engendré par E est le 
plus petit sous-groupe de G contenant E. 

Par exemple si E = {2} et le groupe est (R*, x), le sous-groupe engendré par E est H = {2” | n € Z}. 
Pour le prouver : il faut montrer que H est un sous-groupe, que 2 € H, et que si H’ est un autre 
sous-groupe contenant 2 alors H c H". 

Autre exemple avec le groupe (Z, +) : si E1 = {2} alors le sous-groupe engendré par E 1 est H1 = 2Z. 
Si Eo = {8,12} alors Hə = 47 et plus généralement si E = {a,b} alors H = nZ où n = pgcd(a,b). 


2.5. Mini-exercices 


1. Montrer que {2” | n € Z} est un sous-groupe de (R*, x). 

2. Montrer que si H et H' sont deux sous-groupes de (G, x) alors HNH’ est aussi un sous-groupe. 
3. Montrer que 5Z U 87 n’est pas un sous-groupe de (Z, +). 
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. Montrer que l’ensemble des matrices 2 x 2 de déterminant 1 ayant leurs coefficients dans Z 
est un sous-groupe de (W2, x). 


5. Trouver le sous-groupe de (Z, +) engendré par {-12,8,20)}. 
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3. Morphismes de groupes 
3.1. Définition 
Définition 30 


Soient (G, x) et (G',°) deux groupes. Une application f : G — G” est un morphisme de 


groupes Si : 
pour tout x,x' € G faxx- F0 Fa] 


L'exemple que vous connaissez déjà est le suivant : soit G le groupe (R, +) et G’ le groupe (R*, x). 
Soit f : R — Rž l'application exponentielle définie par f(x) = exp(x). Nous avons bien 


fx + x”) = exp(x + x’) = exp(x) x exp(x') = f(x) x f(x"). 


Et donc f est bien un morphisme de groupes. 
3.2. Propriétés 


Proposition 39 


Soit f : G — G' un morphisme de groupes alors : 


- fleg)=ec, 
- pour tout x € G, f (x71) = (Fœ. 


Il faut faire attention où «habitent» les objets : eg est l'élément neutre de G, eg celui de G”. Il py 


l'est 


a pas de raison qu'ils soient égaux (ils ne sont même pas dans le même ensemble). Aussi x” 
l'inverse de x dans G, alors que (F @x)) ! est l'inverse de f(x) mais dans G”. 

Reprenons l’exemple de la fonction f : R — Rž définie par f(x) = exp(x). Nous avons bien f(0)= 1 : 
l'élément neutre de (R,+) a pour image l’élément neutre de (RY, x). Pour x € R son inverse dans 
(R, +) est ici son opposé —x, alors f(—x) = exp(—x) = = = E est bien l'inverse (dans (R°, x)) de 


f(x). 


Démonstration 


- ffea)= f(ea xea)= f(ea)of(ec), en multipliant (à droite par exemple) par f(eg)-! on obtient 
eg =f(ea). 

- Soit x € G alors xxx”! = eg donc f(xxx”1l)= f (eg). Cela entraîne f(x)of (x71) = eg, en composant 
à gauche par (Fœ), nous obtenons f(x-1)={f(x)) >. 


Proposition 40 


— Soient deux morphismes de groupes f : G — G" et g : G' — G". Alors gof :G — G" 


est un morphisme de groupes. 
- Si f :G — G' est un morphisme bijectif alors f~t : G! — G est aussi un morphisme de 


groupes. 
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Démonstration 


La première partie est facile. Montrons la deuxième : Soit y, y' € G'. Comme f est bijective, il existe 
x,x' € G tels que f(x) = y et f(x") = y'. Alors f Kyo y!) = FHF) o f(x") = FHF x x!) = x x x! = 
f7{y) x f7 (y). Et donc f7! est un morphisme de G vers G. 


Définition 31 


Un morphisme bijectif est un isomorphisme. Deux groupes G,G” sont isomorphes s’il existe 
un morphisme bijectif f : G — G”. 


Continuons notre exemple f(x) = exp(x), f : R —— R{ est une application bijective. Sa bijection 
réciproque f7! :R* — R est définie par f(x) = ln(x). Par la proposition 40 nous savons que f B 
est aussi un morphisme (de (R*, x) vers (R, +)) done f {x x x’) = f(x) + f7l{x!). Ce qui s'exprime 
ici par la formule bien connue : 

In(x x x’) = ln(x) + ln(x’). 


Ainsi f est un isomorphisme et les groupes (R, +) et (Rž, x) sont isomorphes. 


w 
w 


Noyau et image 


Soit f : G — G' un morphisme de groupes. Nous définissons deux sous-ensembles importants qui 
vont être des sous-groupes. 


Définition 32 


Le noyau de f est 


Kerf = {xeG If = ec} ] 


C’est donc un sous-ensemble de G. En terme d'image réciproque nous avons par définition Ker f = 
f l({ec}). (Attention, la notation f~t ici désigne l’image réciproque, et ne signifie pas que f est 
bijective.) Le noyau est donc l’ensemble des éléments de G qui s’envoient par f sur l'élément neutre 
de G”. 

Définition 33 


L'image de f est 


Im = {f(x € G} ] 


C’est donc un sous-ensemble de G” et en terme d'image directe nous avons Im f = f (G). Ce sont les 
éléments de G” qui ont (au moins) un antécédent par f. 


Proposition 41 


Soit f : G — G' un morphisme de groupes. 


1. Kerf est un sous-groupe de G. 


2. Imf est un sous-groupe de G”. 


3. f est injectif si et seulement si Ker f = {eg}. 


4. f est surjectif si et seulement si Im f = G”. 
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Démonstration 


1. Montrons que le noyau est un sous-groupe de G. 
(a) f(ecg)=eg donc eg € Kerf. 
(b) Soient x,x' € Ker f. Alors f(x x x')= f(x)o f(x) = egi ceg =e et donc x x x'e Kerf. 
(c) Soit x € Ker f. Alors f(x) = f(x)! = eṣ =eg. Et donc x"! e Kerf. 
2. Montrons que l’image est un sous-groupe de G”. 
(a) f(eg)=eg donc eg EImf. 
(b) Soient y, y' € Im f. Il existe alors x,x' € G tels que f(x) = y, f(x") = y’. Alors yoy’ = f(x)o f(x!) = 
f(xxx')eImf. 
(c) Soit yelmf etxeG tel que y = f(x). Alors y! = f(x)! = f(x"1)eImf. 

3. Supposons f injective. Soit x € Ker f , alors f(x) = eg donc f(x) = f (eq) et comme f est injective 
alors x = eg. Donc Kerf = {eg}. Réciproquement supposons Kerf = {eg}. Soient x,x' € G tels 
que f(x) = f(x!) donc f(x)o (fœ) = egr, d'où f(x)o f!) = eg et donc f(x xx!) = egr. Ceci 
implique que x x xt € Kerf. Comme Kerf = {eg} alors x x x7! = eg et donc x = x’. Ainsi f est 
injective. 


4. C’est clair! 


3.4. Exemples 


Exemple 59 


1. Soit f : Z — Z définie par f(k) = 3k. (Z,+) est considéré comme ensemble de départ et 
d'arrivée de l’application Alors f est un morphisme du groupe (Z,+) dans lui-même car 
f(k +k')=3(k +k')=3k+3k' = f(k)+ f(k"). Calculons le noyau : Kerf = {k € Z | f(k) = 0}. 
Mais si f(k) = 0 alors 3k = 0 donc k = 0. Ainsi Kerf = {0} est réduit à l'élément neutre et 
donc f est injective. Calculons maintenant l’image Im f = {f (k) | k € Z} = {3k | k €e Z =3Z 
Nous retrouvons que 3Z est un sous-groupe de (Z, +). 

Plus généralement si l’on fixe n € Z et que f est définie par f(k)= k-n alors Kerf = {0} 
et Imf =nZ. 


2. Soient les groupes (R, +) et (U, x) (où U = {z € C | |z| = 1} et f application f : R — U 
définie par f(t) = e*. Montrons que f est un morphisme : f(t + t’) = eitt) = et x eit = 
f(t) x f(t"). Calculons le noyau Kerf = {t € R| f) = 1}. Mais si f(t) = 1 alors eÏ = 1 donc 
t=0 (mod 27). D'où Kerf = {2knr |k € Z} = 277. Ainsi f n’est pas injective. L'image de f 
est U car tout nombre complexe de module 1 s’écrit sous la forme f(t) = e”. 


3. Soient les groupes (So, x) et (R*, x) et f : La — R* définie par f (M) = det M. Alors la 
formule vue plus haut (lemme 4) det(M x M") = det M x det M" implique que f est un 
morphisme de groupes. Ce morphisme est surjectif, car si te R* alors det (4 0) = t. Ce 
morphisme n’est pas injectif car par exemple det (à ©) = det (¢ ©). 


Attention : ne pas confondre les différentes notations avec des puissances —1 : x71, ft, f7 {leg} ): 
- x71 désigne inverse de x dans un groupe (G, x). Cette notation est cohérente avec la notation 
usuelle si le groupe est (R*, x) alors x7! = 1. 
- Pour une application bijective f~! désigne la bijection réciproque. 
— Pour une application quelconque f : E — F, l’image réciproque d’une partie B c F est 


f"{B)= {x eE | f(x) = B}, c’est une partie de E. Pour un morphisme f, Ker f = f7 Leg} ) est 
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donc l’ensemble des x € G tels que leur image par f soit eg. Le noyau est défini même si f 
n’est pas bijective. 


Mini-exercices 
1. Soit f : (Z,+) — (Q*,x) défini par f(n) = 2”. Montrer que f est un morphisme de 
groupes. Déterminer le noyau de f. f est-elle injective ? surjective ? 


. Mêmes questions pour f : (R,+) — (2,0), qui à un réel 0 associe la rotation d'angle 0 
de centre l’origine. 

. Soit (G, x) un groupe et f : G — G l'application définie par f (x) = x?. (Rappel : x? = xxx.) 
Montrer que si (G,x) est commutatif alors f est un morphisme. Montrer ensuite la 
réciproque. 


. Montrer qu’il existe pas de morphisme f : (Z,+) — (Z, +) tel que f (2) =5. 


. Montrer que f,g :(R*,x) — (R*, x) défini par f(x) = x?, g(x) = x? sont des morphismes 


de groupes. Calculer leurs images et leurs noyaux respectives. 


4. Le groupe 7/n7 


4.1. L'ensemble et le groupe 7/n7 


Fixons n > 1. Rappelons que Z/nZ est l’ensemble 
ZinZ = {0,1,2,...,n-1} 


où p désigne la classe d'équivalence de p modulo n. 


P =q = p =q (mod 2 


ou encore p =q 4> IkeEZ p=q+kn. 


Autrement dit 


On définit une addition sur Z/nZ par : 


p+q=p+q 


Par exemple dans Z/607, on a 31 +46 = 31 +46 = 77 = 17. 


Nous devons montrer que cette addition est bien définie : si p' = P et q' = q alors p' = p (mod n), 


g'=q (mod n) et donc p'+q'=p+q (mod n). Donc p'+q'=p+q. Donc on a aussi p'+q'=p+q. 
Nous avons montré que l’addition est indépendante du choix des représentants. 


L'exemple de la vie courante est le suivant : considérons seulement les minutes d’une montre ; ces 
minutes varient de 0 à 59. Lorsque l’aiguille passe à 60, elle désigne aussi 0 (on ne s’occupe pas des 
heures). Ainsi de suite : 61 s'écrit aussi 1, 62 s'écrit aussi 2,... Cela correspond donc à l’ensemble 
Z/60Z. On peut aussi additionner des minutes : 50 minutes plus 15 minutes font 65 minutes qui 


s'écrivent aussi 5 minutes. Continuons avec l'écriture dans Z/607 par exemple : 135 + 50 = 185 =5. 
Remarquez que si l’on écrit d’abord 135 = 15 alors 135 + 50 = 15 +50 = 65 =5. On pourrait même 
écrire 50 = —10 et donc 135+50 = 15-10 = 5. C’est le fait que l’addition soit bien définie qui justifie 
que l’on trouve toujours le même résultat. 
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Proposition 42 


(Z/nZ,+) est un groupe commutatif. 


C’est facile. L'élément neutre est 0. Lopposé de k est -k = -k =n - k. L'associativité et la commu- 
tativité découlent de celles de (Z, +). 


4.2. Groupes cycliques de cardinal fini 


Définition 34 
Un groupe (G, x) est un groupe cyclique s’il existe un élément a € G tel que : 


pour tout x € G, il existe k € Z tel que x = at 


Autrement dit le groupe G est engendré par un seul élément a. 
Le groupe (Z/nZ, +) est un groupe cyclique. En effet il est engendré par a = 1, car tout élément k 
s'écrit k=1+1+..1=k.1. 
m 
k fois 
Voici un résultat intéressant : il n’existe, à isomorphisme près, qu’un seul groupe cyclique à n 
éléments, c’est Z/nZ : 


Théorème 16 


Si (G, x) un groupe cyclique de cardinal n, alors (G, x) est isomorphe à (Z/nZ, +). 


Démonstration 


Comme G est cyclique alors G = aa l ea a.a 2 k Dans cette écriture il y a de nombreuses 


redondances (car de toute façon G n’a que n éléments). Nous allons montrer qu’en fait 


G={fe,a,a?,...,a"7}} etque a”=e. 


Tout d’abord l’ensemble {e,a,a?,..., a71} est inclus dans G. En plus il a exactement n éléments. En 


effet si a? = af avec 0 <q < p <n- 1 alors a?71=e (avec p -q > 0) et ainsi aP™9+! = aP™4 xa =a, 
aP-9+2 = q? et alors le groupe G serait égal à fe,a,a?,...,aP 71H et aurait pas n éléments. Ainsi 
{e,a,a?, ce “ant cG et les deux ensembles ont le même nombre n d'éléments, donc ils sont égaux. 
Montrons maintenant que a” = e. Comme a” € G et que G = {e,a,a?,.…,a" 1} alors ilexiste 0 < p < n—1 
tel que a” = a?. Encore une fois si p > 0 cela entraîne a” ?P = e et donc une contradiction. Ainsi p = 0 
donc a” =a? =e. 

Nous pouvons maintenant construire l’isomorphisme entre (Z/nZ,+) et (G, x). Soit f : Z/nZ — G 
l'application définie par f(k) = a*. 

— Il faut tout d’abord montrer que f est bien définie car notre définition de f dépend du représen- 
tant k et pas de la classe k : si k = k' (une même classe définie par deux représentants distincts) 
alors k = k' (mod n) et donc il existe / € Z tel que k = k' + 2n. Ainsi f(k) =a} =a +" =a xa” = 
at x(a”)! =a" xef =a" = f(k'). Ainsi f est bien définie. 

- f est un morphisme de groupes car f(k +k’) = f(k +k') = attt = af kat = f(k) x f(k’ (pour tout 
x,x' € Z). 

- Il est clair que f est surjective car tout élément de G s'écrit a”. 


- Comme l’ensemble de départ et celui d’arrivée ont le même nombre d'éléments et que f est 
surjective alors f est bijective. 
Conclusion f est un isomorphisme entre (Z/nZ, +) et (G, x). 
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Mini-exercices 


. Trouver tous les sous-groupes de (Z/12Z, +). 


. Montrer que le produit défini par p x q = p x q est bien défini sur l’ensemble Z/nZ. 


1 
2 
3. Dans la preuve du théorème 16, montrer directement que l’application f est injective. 
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. Montrer que l’ensemble U, = {z € € | z” = 1} est un sous-groupe de (C*, x). Montrer que 
U, est isomorphe à Z/nZ. Expliciter l’isomorphisme. 


. Montrer que l’ensemble H = { (4 9), (4 %), (3 9), (7t 2 )} est un sous-groupe de (422, x) 
ayant 4 éléments. Montrer que H west pas isomorphe à Z/4Z. 


5. Le groupe des permutations Z, 


Fixons un entier n > 2. 


5.1. Groupe des permutations 


Proposition 43 


Lensemble des bijections de {1,2,...,n} dans lui-même, muni de la composition des fonctions 


est un groupe, noté (.%,,0). 


Une bijection de {1,2,...,n} (dans lui-même) s'appelle une permutation. Le groupe (.%,,0) s’ap- 
pelle le groupe des permutations (ou le groupe symétrique). 


Démonstration 


. La composition de deux bijections de {1,2,...,n} est une bijection de {1,2,...,n}. 
. La loi est associative (par l’associativité de la composition des fonctions). 


. L'élément neutre est l'identité. 


AeA © N he 


. L'inverse d’une bijection f est sa bijection réciproque f~t. 


Il s’agit d’un autre exemple de groupe ayant un nombre fini d'éléments : 


Lemme 5 


Le cardinal de A, est n!. 
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Démonstration 


La preuve est simple. Pour l'élément 1, son image appartient à {1,2,...,n} donc nous avons n choix. 
Pour l’image de 2, il ne reste plus que n — 1 choix (1 et 2 ne doivent pas avoir la même image car notre 
application est une bijection). Ainsi de suite... Pour l’image du dernier élément n il ne reste qu’une 
possibilité. Au finalilyanx(n-1)x.-.x2 x1=n! façon de construire des bijections de {1,2,...,n} 


5.2. Notation et exemples 


Décrire une permutation f :{1,2,...,n} — {1,2,...,n} équivaut à donner les images de chaque i 
allant de 1 à n. Nous notons donc f par 


1 2 à 
fO f2) ++ f(n) 


Par exemple la permutation de 7 notée 


1 2 34567 f 
3 7 5 4 6 1 2 

est la bijection f :{1,2,...,7} — {1,2,...,7} définie par f (1) =3, f(2)= 7, f(8)=5, f(4)= 4, f(5)=6, 
f(6) = 1, f(T) = 2. C’est bien une bijection car chaque nombre de 1 à 7 apparaît une fois et une 


seule sur la deuxième ligne. 


L'élément neutre du groupe est l'identité id ; pour 7 c’est donc [4 2 3 j : À A 
Il est facile de calculer la composition de deux permutations f et g avec cette notation. Si f = 
z 2 3 j A 5 1] et g = I 2 : 4 E S z] alors gof s'obtient en superposant la permutation f puis g 
1 2 34567 
gof = |856 gof= 
2 6 7 1 5 4 8|[£ 


123 4 5 6 7 
2 6 7 15 4 3 


ensuite on élimine la ligne intermédiaire du milieu et donc gof se note [1254567]. 


Il est tout aussi facile de calculer l'inverse d’une permutation : il suffit d'échanger les lignes du 
haut et du bas et de réordonner le tableau. Par exemple l’inverse de 


123 4 5 6 7 


f=] 7 5 4 6 1 2 


se note f~! = [33546812] ou plutôt après réordonnement [4 


5.3. Le groupe 


Nous allons étudier en détails le groupe des permutations de {1,2,3}. Nous savons que A 
possède 3! = 6 éléments que nous énumérons : 


- id= [125] l'identité, 

- n={[i 3 3] une transposition, 

= 19s [} 2 $] une deuxième transposition, 
— T3= [5 2 | une troisième transposition, 
- o=[}35] un cycle, 

-0o`!= [ à. 3] linverse du cycle précédent. 
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Donc A ={id,T1,12,13,0,0 1}. 


Calculons 7,00 et ooti: 


123 
192[=[348]=5s. 


Ainsi 1100 = T2 est différent de o o T1 = T3, ainsi le groupe 3 n’est pas commutatif. Et plus 


généralement : 


Lemme 6 


Pour n > 3, le groupe A, n’est pas commutatif. 


Nous pouvons calculer la table du groupe 


gof id T1 T2 T3 o Bi 
id id T1 T2 T3 o a 
T1 T1 id o o~t | T100 =T1T2 T3 
T2 T2 a? id o T3 T1 
T3 T3 o o`t | id Ti T2 
o o | OOoTi=T3 | T1 T2 g 1 id 

g~ o~! T2 T3 T1 id o 


FIGURE 6.1 — Table du groupe A 


Comment avons-nous rempli cette table ? Nous avons déjà calculé T100 = T2 et oct; = T3. Comme 


foid=f etidof =f il est facile de remplir la première colonne noire ainsi que la première ligne 


noire. Ensuite il faut faire les calculs ! 


On retrouve ainsi que 3 = {id, T1,72,173,0,0 1} est un groupe : en particulier la composition de 


deux permutations de la liste reste une permutation de la liste. On lit aussi sur la table l’inverse 


de chaque élément, par exemple sur la ligne de T2 on cherche à quelle colonne on trouve l’identité, 


c’est la colonne de T2. Donc l'inverse de T9 est lui-même. 


5.4. Groupe des isométries du triangle 


Soit (ABC) un triangle équilatéral. Considérons l’ensemble des isométries du plan qui préservent 


le triangle, c’est-à-dire que l’on cherche toutes les isométries f telles que f(A) € {A,B,C}, f(B)e 
{A,B,C}, F(C) € {A,B,C}. On trouve les isométries suivantes : l'identité id, les réflexions #1,t2,t3 
d’axes 21, 22,23, la rotation s d'angle ga et la rotation s7! d'angle -? (de centre O). 


Da 


A 


Da 


Do 
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Proposition 44 


L'ensemble des isométries d’un triangle équilatéral, muni de la composition, forme un groupe. 


Ce groupe est isomorphe à (.%,0). 


1 1 


L'isomorphisme est juste l’application qui à t; associe T;, à s associe © et à s - associe o 


5.5. Décomposition en cycles 


— Nous allons définir ce qu'est un cycle : c’est une permutation ø qui fixe un certain nombre 
d'éléments (a(i) = i) et dont les éléments non fixés sont obtenus par itération : j,o(j),0?(j),… 
C’est plus facile à comprendre sur un exemple : 


_H 2345678 


771 8 3 5 2 6 7 4 


est un cycle : les éléments 1,3,6,7 sont fixes, les autres s’obtiennent comme itération de 2 : 
2— o(2)=8— 0(8)= 02(2) = 4> o(4) = 0°(2)= 5, ensuite on retrouve o4(2) = o(5) = 2. 
— Nous noterons ce cycle par 


Es 4 à 
-A 


Il faut comprendre cette notation ainsi : l’image de 2 est 8, l’image de 8 est 4, l’image de 4 est 
5, l’image de 5 est 2. Les éléments qui n’apparaissent pas (ici 1,3,6,7) sont fixes. On aurait 
pu aussi noter ce même cycle par : (8 4 5 2), (4 5 2 8) ou (5 2 8 4). 

— Pour calculer l'inverse on renverse les nombres : l'inverse de o = (2 8 45) est o™1 = (5 4 8 2). 

— Le support d’un cycle sont les éléments qui ne sont pas fixes : le support de ø est {2,4,5,8}. 
La longueur (ou l'ordre) d’un cycle est le nombre d'éléments qui ne sont pas fixes (c’est donc 
le cardinal du support). Par exemple (2 8 4 5) est un cycle de longueur 4. 

- Autres exemples : o = |£ 2 3] = (1 2 3) est un cycle de longueur 3; t = | 1 2 3 4] = (2 4) est un 
cycle de longueur 2, aussi appelé une transposition. 

— Par contre f = [4 2 3 A 5 6 7] n’est pas un cycle ; il s'écrit comme la composition de deux cycles 
f=(1 7)o(3 5 6). Comme les supports de (1 7) et (3 5 6) sont disjoints alors on a aussi 


f =(3 56)o(1 7). 


Ce dernier point fait partie d’un résultat plus général que nous admettons : 


Théorème 17 


Toute permutation de , se décompose en composition de cycles à supports disjoints. De plus 


cette décomposition est unique. 


Pour l’unicité il faut comprendre : unique à l'écriture de chaque cycle près (exemple : (3 5 6) et 
(5 6 3) sont le même cycle) et à l’ordre près (exemple : (1 7)0(3 5 6)=(3 5 6)o(1 7)). 
Exemple : la décomposition de f = [£ 2 i à E 5 l 8] en composition de cycle à supports disjoints est 


(1 53)o(4 8)0(6 7). 


Attention, si les supports ne sont pas disjoints alors cela ne commute plus : par exemple g = 
(1 2)o(2 3 4) n’est pas égale à h = (2 3 4)o(1 2). En effet lécriture de g en produit de cycle à 
support disjoint est g = (1 2)o (2 3 4) = [1342] = [4334] = (1 2 3 4 alors que celle de h est 
h=(2340(12)=[}234]=(13 42). 
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Mini-exercices 


1. 


Soient f définie par f (1) = 2, f (2) = 3, f (8) = 4, f(4) = 5, f(5)= 1 et g définie par g(1) = 2, 
g(2) = 1, 863) = 4, g(4) = 3, g(5) =5. Écrire les permutations f, g, ne FA gof, feg, 
f’, g, Bof’. 


. Enumérer toutes les permutations de A4 qui n’ont pas d'éléments fixes. Les écrire 


ensuite sous forme de compositions de cycles à supports disjoints. 


. Trouver les isométries directes préservant un carré. Dresser la table des compositions 


et montrer qu’elles forment un groupe. Montrer que ce groupe est isomorphe à Z/4Z. 


. Montrer qu’il existe un sous-groupe de 3 isomorphe à Z/2Z. Même question avec Z/3Z. 


Est-ce que A et 7/67 sont isomorphes ? 


. Décomposer la permutation suivante en produit de cycles à supports disjoints : f = 


[1234567]. Calculer f?, f’, f4 puis f 2% où 20xx est l’année en cours. Mêmes ques- 
tions avec g=|1234387389] et h = (25)X(1243)X(12). 


Auteurs 


Arnaud Bodin 
Benjamin Boutin 


Pascal Romon 
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1 L'ensemble des nombres rationnels Q 
2 Propriétés de R 

3 Densité de Q dans R 

4 Borne supérieure 


Vidéo M partie 1. L’ensemble des nombres rationnels Q 
Vidéo M partie 2. Propriétés de R 

Vidéo M partie 3. Densité de Q dans R 

Vidéo M partie 4. Borne supérieure 


Exercices @ Propriétés de R 


Motivation 


Voici une introduction, non seulement à ce chapitre sur les nombres réels, mais aussi aux premiers 
chapitres de ce cours d'analyse. 

Aux temps des babyloniens (en Mésopotamie de 3000 à 600 avant J.C.) le système de numération 
était en base 60, c’est-à-dire que tous les nombres étaient exprimés sous la forme a + S + 07 +, 
On peut imaginer que pour les applications pratiques c'était largement suffisant (par exemple 
estimer la surface d’un champ, le diviser en deux parties égales, calculer le rendement par unité 
de surface,...). En langage moderne cela correspond à compter uniquement avec des nombres 
rationnels Q. 

Les pythagoriciens (vers 500 avant J.C. en Grèce) montrent que V2 n’entre pas ce cadre là. C’est- 
à-dire que V2 ne peut s'écrire sous la forme A avec p et q deux entiers. C’est un double saut 


conceptuel : d’une part concevoir que V2 est de nature différente mais surtout d’en donner une 
démonstration. 


Le fil rouge de ce cours va être deux exemples très simples : les nombres v10 et 1,10/12. Le 
premier représente par exemple la diagonale d’un rectangle de base 3 et de hauteur 1; le second 
correspond par exemple au taux d'intérêt mensuel d’un taux annuel de 10%. Dans ce premier 
chapitre vous allez apprendre à montrer que v10 n’est pas un nombre rationnel mais aussi à 
encadrer v10 et 1,101/12 entre deux entiers consécutifs. 


Pour pouvoir calculer des décimales après la virgule, voire des centaines de décimales, nous aurons 
besoin d'outils beaucoup plus sophistiqués : 

— une construction solide des nombres réels, 

— l'étude des suites et de leur limites, 

— l’étude des fonctions continues et des fonctions dérivables. 
Ces trois points sont liés et permettent de répondre à notre problème, car par exemple nous 
verrons en étudiant la fonction f(x) = x? — 10 que la suite des rationnels (un) définie par wo = 3 


et Un+1 = i (un + 10) tend très vite vers v10. Cela nous permettra de calculer des centaines de 


décimales de v 10 et de certifier quelles sont exactes : 


v10 = 3, 1622776601683793319988935444327185337195551393252168... 


1. 


1.1. 


1.2. 
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l'ensemble des nombres rationnels Q 


Écriture décimale 


Par définition, l’ensemble des nombres rationnels est 
o-{2 pez,gen'}. 
q 


On a noté N* = N\ {0}. 
«2, =1: 8. 1 
Par exemple : $; 5:52. 
Les nombres décimaux, c’est-à-dire les nombres de la forme ©, avec a € Z et n € N, fournissent 
10 , , 


d’autres exemples : 


1234 345 
— i R 4 z= 4 1 —5 
1000 0,00345 = 345 x 10 


1,234 = 1234 x 10 Ÿ = . 
100000 


Proposition 45 


Un nombre est rationnel si et seulement s’il admet une écriture décimale périodique ou finie. 


Par exemple : 
3 1 


5 “0,6 3 = 0,3333... 1,179325 325325. 
Nous n’allons pas donner la démonstration mais le sens direct ( => ) repose sur la division eu- 
clidienne. Pour la réciproque (—=) voyons comment cela marche sur un exemple : Montrons que 
x =12,3420212021... est un rationnel. 
L'idée est d’abord de faire apparaître la partie périodique juste après la virgule. Ici la période 


commence deux chiffres après la virgule donc on multiplie par 100 : 
100x = 1234,2021 2021... (7.1) 


Maintenant on va décaler tout vers la gauche de la longueur d’une période, donc ici on multiplie 
par encore par 10000 pour décaler de 4 chiffres : 


10000 x 100x = 12342021,2021... (7.2) 


Les parties après la virgule des deux lignes (7.1) et (7.2) sont les mêmes, donc si on les soustrait 
en faisant (7.2)-(7.1) alors les parties décimales s’annulent : 


10000 x 100x — 100x = 12342021 — 1234 
donc 999900x = 12340787 donc 
_ 12340787 


999900 ` 
Et donc bien sûr x € Q. 


V2 n’est pas un nombre rationnel 


Il existe des nombres qui ne sont pas rationnels, les irrationnels. Les nombres irrationnels 
apparaissent naturellement dans les figures géométriques : par exemple la diagonale d’un carré de 
côté 1 est le nombre irrationnel v2; la circonférence d’un cercle de rayon ł est x qui est également 
un nombre irrationnel. Enfin e = exp(1) est aussi irrationnel. 
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Nous allons prouver que V2 n’est pas un nombre rationnel. 


Proposition 46 


Démonstration 


Par l'absurde supposons que 2 soit un nombre rationnel. Alors il existe des entiers p € Z et q € N* 
tels que V2 = a de plus —ce sera important pour la suite— on suppose que p et q sont premiers entre 
eux (c’est-à-dire que la fraction A est sous une écriture irréductible). 

En élevant au carré, légalité V2 = z devient 2q? = p°. Cette dernière égalité est une égalité d’entiers. 
Lentier de gauche est pair, donc on en déduit que p? est pair ; en terme de divisibilité 2 divise p2. 
Mais si 2 divise p? alors 2 divise p (cela se prouve par facilement l’absurde). Donc il existe un entier 
p'EZ tel que p =2p!. 

Repartons de légalité 2q? = p? et remplaçons p par 2p'. Cela donne 2q? = 4p°?. Donc q? = 2p"°. 
Maintenant cela entraîne que 2 divise q? et comme avant alors 2 divise q. 

Nous avons prouvé que 2 divise à la fois p et q. Cela rentre en contradiction avec le fait que p et q sont 
premiers entre eux. Notre hypothèse de départ est donc fausse : V2 n’est pas un nombre rationnel. 


Comme ce résultat est important en voici une deuxième démonstration, assez différente mais 


toujours par l’absurde. 


Démonstration Autre démonstration 


Par l'absurde, supposons V2 = T donc q V2 = p EN. Considérons l’ensemble 
N =fneN"|nvV2 eN}. 


Cet ensemble n’est pas vide car on vient de voir que q V2 = p € N donc q € M. Ainsi W est une partie 
non vide de N, elle admet donc un plus petit élément no = min “N. 
Posons 


n1=n0V2-n0=no(V2-1), 


il découle de cette dernière égalité et de 1 < V2 < 2 que 0 < n1 < no. 

De plus n1V2 = (noV2 - n0)V2 = 2no -no V2 € N. Donc ny € MN et nı < no : on vient de trouver un 
élément nı de “M strictement plus petit que nọ qui était le minimum. C’est une contradiction. 

Notre hypothèse de départ est fausse, donc V2 ¢ Q. 
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Exercice 1 


Montrer que v10 ¢ Q. 


On représente souvent les nombres réels sur une « droite numérique » : 


Il est bon de connaître les premières décimales de certains réels V2 = 1,4142... 7n=3,14159265... 
e =2,718... 
Il est souvent pratique de rajouter les deux extrémités à la droite numérique. 


Définition 35 


R = RU {—00,00} 


Mini-exercices 


1. Montrer que la somme de deux rationnels est un rationnel. Montrer que le produit de 
deux rationnels est un rationnel. Montrer que l'inverse d’un rationnel non nul est un 
rationnel. Qu'en est-il pour les irrationnels ? 


. Écrire les nombres suivants sous forme d’une fraction : 0,1212; 0,1212...; 78,33456456... 
. Sachant V2 ¢ Q, montrer 2-3V24 Q, 1- 5 ¢ Q. 


. Notons D l’ensemble des nombres de la forme +; avec a € Z et n € N. Montrer que 3 ¢ D. 
Trouver x € D tel que 1234 < x < 1234, 001. 


v2 
. Montrer que ¢ Q. 


. Montrer que log2 ¢ Q (log 2 est le logarithme décimal de 2 : c’est le nombre réel tel que 
10"8? = 2). 


2. Propriétés de R 


2.1. Addition et multiplication 


Ce sont les propriétés que vous avez toujours pratiquées. Pour a,b,ceR on a : 


a+b=b+a axb=bxa 
0O+a=a l1xa=asias0 
a+b=0 <> a=-b ab=1 = a=4 
(a+b)+c=a+(b+c) (axb)xc=ax(bxc) 


ax(b+c)=axb+axe 
axb=0 = (a=0oub=0) 


On résume toutes ces propriétés en disant que : 
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Propriété: R1 


(R, +, x) est un corps commutatif. 


2.2. Ordre sur R 


Nous allons voir que les réels sont ordonnés. La notion d’ordre est générale et nous allons définir 
cette notion sur un ensemble quelconque. Cependant gardez à l’esprit que pour nous E = R et 
R =<. 


Définition 36 
Soit E un ensemble. 


1. Une relation Z sur E est un sous-ensemble de l’ensemble produit E x E. Pour (x, y) € 
E x E, on dit que x est en relation avec y et on note xy pour dire que (x, y) € 2. 


2. Une relation Æ est une relation d’ordre si 
— BZ est réflexive : pour tout x € E, xÆx, 
— BZ est antisymétrique : pour tout x, y E€ E, (xÆy et yx) = x =y, 
— BZ est transitive : pour tout x,y,z E€ E, (xÆy et y2z) => xAz. 


Définition 37 


Une relation d'ordre Z sur un ensemble E est totale si pour tout x,y € E on a x%y ou y#x. 
On dit aussi que (E, 2) est un ensemble totalement ordonné. 


Propriété: R2 


La relation < sur R est une relation ď’ordre, et de plus, elle est totale. 


Nous avons donc : 
— pour tout x € R, x < x, 
— pour tout x,y € R, si x < y et y < x alors x = y, 
— pour tout x,y,z E R si x < y et y < z alors x < z. 


Remarque 


Pour (x, y) € R? on a par définition : 


x<y <> y-xER; 


x<y — (x<yetx y). 


Les opérations de R sont compatibles avec la relation d'ordre < au sens suivant, pour des réels 
a,b,c,d : 

(a<betc<d) = a+c<b+d 

(a<betcz0) = axc<bxe 

(a<betc<0) = axce>zbxe. 


On définit le maximum de deux réels a et b par : 


a sia>b 
max(a, b) = 
b sib>a. 
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Exercice 2 


Comment définir max(a, b,c), max(a:,a2,...,an)? Et min(a, b)? 


2.3. Propriété d’Archimède 


Propriété: R3, Propriété d’Archimède 


R est archimédien, c’est-à-dire : 
VxeR EN n>x 


« Pour tout réel x, il existe un entier naturel n strictement plus grand que x. » 


Cette propriété peut sembler évidente, elle est pourtant essentielle puisque elle permet de définir 
la partie entière d'un nombre réel : 


Proposition 47 


Soit x € R, il existe un unique entier relatif, la partie entière notée E(x), tel que : 


E(x) < x < E(x) +1] 


Exemple 60 


- E(2,853) = 2, E(x) = 3, E(-3,5) = -4. 
- E(x)=3 = 3<x<4. 
Remarque 


— On note aussi E(x) = [xl]. 
— Voici le graphe de la fonction partie entière x — E(x) : 


ay 
p 
y=E(x) 
——— 
E(2,853) = 2 
Re e 
| 
i 
4 —— l 
1 
l 
l 
e > + s 
0 1 2,853 x 
© ————— 
e _ _ _— 
e = 


Pour la démonstration de la proposition 47 il y a deux choses à établir : d’abord qu’un tel entier 
E(x) existe et ensuite qu'il est unique. 
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Démonstration 


Existence. Supposons x > 0, par la propriété d’Archimède (Propriété R3) il existe n € N tel que n > x. 
L'ensemble K = {k € N| k < x} est donc fini (car pour tout k dans K, on a k < n). Il admet donc un plus 
grand élément kmax = maxK. On alors kmax < x Car kmax € K, et kmax + 1 >x car kmax +16 K. Donc 
kmax <x < kmax + 1 et on prend donc E(x) = kmax- 


Unicité. Si k et / sont deux entiers relatifs vérifiant k <x <k+1et /<x<£+1,on a donc k <x< £+1, 
donc par transitivité k < { +1. En échangeant les rôles de £ et k, on a aussi Z < k +1. On en conclut que 
{-1<k<£/+1, mais il n’y a qu’un seul entier compris strictement entre £ — 1 et Z +1, c’est Z. Ainsi 
REL 


Exemple 61 


Encadrons v10 et 1,1™!? par deux entiers consécutifs. 

- Nous savons 32 = 9 < 10 donc 3 = V32 < VTO (la fonction racine carrée est croissante). 
De même 4? = 16 > 10 donc 4 = V42 > VIO. Conclusion : 3 < V10 < 4 ce qui implique 
E(V10) =8. 

- On procède sur le même principe. 11? < 1,10 < 
(c’est-à-dire à la puissance 5) on obtient : 1 < 1,1”! < 2 et donc E(1,1!/12) =1. 


212 donc en passant à la racine 12-ième 


2.4. Valeur absolue 


Pour un nombre réel x, on définit la valeur absolue de x par : 


Voici le graphe de la fonction x> |x| : 


19 
y = xl 


Proposition 48 


L Ix120 ; |-x|=lxl; x >0— x40 


2. vVx2=]x] 


3. |xy| = |xllyl 


4. Inégalité triangulaire | |\x+ y| < |x|+ |y | 


5. Seconde inégalité triangulaire [bel — | yil <|x-— yl 
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Démonstration Démonstration des inégalités triangulaires 


— -|x| <x < |x| et -Iyl < y <|y|. En additionnant —(|x|+|y|)<x+y<{|x|+|yl, donc |x + y| < |x| +lyl. 

— Puisque x = (x — y) + y, on a d’après la première inégalité : |x| = |œ- y)+ y| =< |x — y| + |y|. Donc 
Ix| —|y| < |x- y|, et en intervertissant les rôles de x et y, on a aussi |y] -— |x| < |y — x|. Comme 
ly- xl = lx- y| on a donc |ix|- Iyl] < lx- yl. 


Sur la droite numérique, |x — y| représente la distance entre les réels x et y; en particulier |x| 
représente la distance entre les réels x et 0. 


xl |x- yl 
< 


De plus on a: 
= [x-al<r = a-r<x<a+r. 


— Ou encore comme on le verra bientôt |x-a|<r <> xela-r,a+rl. 


Exercice 3 


Soit a € R\{0} et x € R tel que |x—a| < |a|. Montrer que : 
1. x#0. 
2. x est du signe de a. 


Mini-exercices 


. On munit l’ensemble Z(R) des parties de R de la relation Z définie par AZB si A c B. 
Montrer qu’il s’agit d’une relation d'ordre. Est-elle totale ? 


. Soient x, y deux réels. Montrer que |x| > [be + y|— lyi]. 


. Soient x1,...,Xn des réels. Montrer que |x1+---+x,|<|x1l+---+[x,|. Dans quel cas a-t-on 
égalité ? 

. Soient x,y > 0 des réels. Comparer E(x + y) avec E(x) + E(y). Comparer E(x x y) et 
E(x) x E(y). 


E(x) 


— lorsque x — +00? 


. Soit x > 0 un réel. Encadrer Ew, Quelle est la limite de 


. On note {x} = x—E (x) la partie fractionnaire de x, de sorte que x = E(x)+ {x}. Représenter 
les graphes des fonctions x E(x), x> {x}, x E(x) -— {x}. 


3. Densité de Q dans R 


3.1. Intervalle 
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Définition 38 


Un intervalle de R est un sous-ensemble 7 de R vérifiant la propriété : 


Va,bel VxeR (a<x<b = xel) 


Remarque 
— Par définition I = ø est un intervalle. 
—- I =R est aussi un intervalle. 


Définition 39 


Un intervalle ouvert est un sous-ensemble de R de la forme Ja, b[= {xEeRla <x<b}, où a et 
b sont des éléments de R. 


Même si cela semble évident il faut justifier qu’un intervalle ouvert est un intervalle (!). En effet 
soient a/,b' des éléments de Ja, b[ et x € R tel que a’ < x < b'. Alors on a a <a' < x < b' < b, donc 
x Ela, bI. 


La notion de voisinage sera utile pour les limites. 
Définition 40 


Soit a un réel, V c R un sous-ensemble. On dit que V est un voisinage de a s’il existe un 
intervalle ouvert I tel queacIetIcV. 


V V I 
+ << Ke 


3.2. Densité 


Théorème 18 


1. Q est dense dans R : tout intervalle ouvert (non vide) de R contient une infinité de 
rationnels. 


2. R\Q est dense dans R : tout intervalle ouvert (non vide) de R contient une infinité 


d'irrationnels. 


Démonstration 


On commence par remarquer que tout intervalle ouvert non vide de R contient un intervalle du type 
Ja, b[. On peut donc supposer que I =]a, b[ par la suite. 
1. Tout intervalle contient un rationnel. 


On commence par montrer l'affirmation : 
Va,beR (a<b => 3reQla<r<b) (7.3) 


Donnons d’abord l’idée de la preuve. Trouver un tel rationnel r = F avec p E Z et q € N*, revient 
à trouver de tels entiers p et q vérifiant qa < p < qb. Cela revient à trouver un q € N* tel que 
l'intervalle ouvert ]qa,qb[ contienne un entier p. Il suffit pour cela que la longueur qb -qa = 


q(b — a) de l'intervalle dépasse strictement 1, ce qui équivaut à q > z 
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Passons à la rédaction définitive. D’après la propriété d’Archimède (propriété R3), il existe un 
entier q tel que q > z Comme b —a > 0, on a q € N*. Posons p = E(aq)+ 1. Alors p-1< ag <p. 
On en déduit d’une part a < et d’autre part Fa = <a, donc = <a+ = <a+b-a=b. Donc 


5 ela, b[. On a montré l'affirmation (7.3). 

2. Tout intervalle contient un irrationnel. 
Partant de a, b réels tels que a < b, on peut appliquer l'implication de l'affirmation (7.3) au 
couple (a — V2,b — V2). On en déduit qu’il existe un rationnel r dans l'intervalle Ja — V2,b — V2I 
et par translation r + V2 ela, b[. Or r + V2 est irrationnel, car sinon comme les rationnels sont 
stables par somme, V2 = -r +r + V2 serait rationnel, ce qui est faux d’après la proposition 46. 
On a donc montré que si a < b, l'intervalle Ja, b[ contient aussi un irrationnel. 


8. Tout intervalle contient une infinité de rationnels et d’irrationnels. 
On va déduire de l'existence d’un rationnel et d’un irrationnel dans tout intervalle Ja, b[ le fait 
qu’il existe une infinité de chaque dans un tel intervalle ouvert. En effet pour un entier N > 1, 
on considère l’ensemble de N sous-intervalles ouverts : 
ce] pes 2020); fete 
? N N Av N 


a,a + ,b 


Chaque sous-intervalle contient un rationnel et un irrationnel, donc Ja, b[ contient (au moins) N 
rationnels et N irrationnels. Comme ceci est vrai pour tout entier N > 1, l'intervalle ouvert Ja, b[ 
contient alors une infinité de rationnels et une infinité d'irrationnels. 


Mini-exercices 


1. Montrer qu’une intersection d’intervalles est un intervalle. Qu’en est-il pour une 
réunion ? Trouver une condition nécessaire et suffisante afin que la réunion de deux 
intervalles soit un intervalle. 


. Montrer que l’ensemble des nombres décimaux (c’est-à-dire ceux de la forme :5%, avec 


neNet a €Z) est dense dans R. 


. Construire un rationnel compris strictement entre 123 et 123,001. Ensuite construire 
un irrationnel. Sauriez-vous en construire une infinité? Et entre x et x + 0,001 ? 


. Montrer que si z = et et z! = el sont deux nombres complexes de module 1, avec a < p, 
il existe un entier n € N* et une racine n-ième de l’unité z = e*Y avec a < y < p. 


4. Borne supérieure 


4.1. Maximum, minimum 


Définition 41 


Soit À une partie non vide de R. Un réel æ est un plus grand élément de A si : 
aecAetVxe A x< a. 

S'il existe, le plus grand élément est unique, on le note alors maxA. 

Le plus petit élément de À, noté min A, s’il existe est le réel a tel que ae A et Vxe À x> a. 


Le plus grand élément s'appelle aussi le maximum et le plus petit élément, le minimum. Il faut 
garder à l'esprit que le plus grand élément ou le plus petit élément n'existent pas toujours. 
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Exemple 62 


- maxla,b]=b , minla,b]=a. 
— L'intervalle ]a,b[ n’a pas de plus grand élément, ni de plus petit élément. 
— L'intervalle [0,1[ a pour plus petit élément 0 et n’a pas de plus grand élément. 


Exemple 63 


Soit A={1-}|neN*}. 
1 
n 
A sur la droite numérique : 


Notons un = 1- + pour n € N*. Alors A = {u, |n € N*}. Voici une représentation graphique de 


O=u] 


1. À wa pas de plus grand élément : Supposons qu’il existe un plus grand élément q = 
maxA. On aurait alors u, < à, pour tout un. Ainsi 1-— 1 <a donc a> 1- L, À la limite 
lorsque n — +oo cela implique a > 1. Comme a est le plus grand élément de A alors a € A. 
Donc il existe no tel que a = un,. Mais alors a = 1- + < 1. Ce qui est en contradiction 
avec q > 1. Donc À n’a pas de maximum. 


2. min A =0:Il y a deux choses à vérifier tout d’abord pour n = 1, u1 = 0 donc 0 € À. Ensuite 
pour tout n > 1, un > 0. Ainsi min A =0. 


4.2. Majorants, minorants 


Définition 42 
Soit À une partie non vide de R. Un réel M est un majorant de À siVxe A x< M. 
Un réel m est un minorant de À si Vxe À x>m. 
Exemple 64 
-— 3 est un majorant de ]0,2[; 


— —7,-7,0 sont des minorants de ]0,+co[ mais il n’y a pas de majorant. 


Si un majorant (resp. un minorant) de A existe on dit que À est majorée (resp. minorée). 
Comme pour le minimum et maximum il n’existe pas toujours de majorant ni de minorant, en plus 


on n’a pas l’unicité. 
Exemple 65 
Soit A = [0,1[. 


minorants A majorants 


1. les majorants de A sont exactement les éléments de [1,+oof, 


2. les minorants de A sont exactement les éléments de ] —-co, 01]. 


4.3. Borne supérieure, borne inférieure 
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Définition 43 


Soit À une partie non vide de R et a un réel. 


1. a est la borne supérieure de A si q est un majorant de A et si c’est le plus petit des 
majorants. Sil existe on le note supA. 


2. a est la borne inférieure de À si à est un minorant de A et si c’est le plus grand des 


minorants. S'il existe on le note infA. 


Exemple 66 
- supla,b] =b, 
- infla,b] =a, 
— supla, b[= b, 
— ]0,+co[ n’admet pas de borne supérieure, 
— infl0,+oo[= 0. 
Exemple 67 
Soit À =]0, 1]. 


1. sup A = 1 : en effet les majorants de À sont les éléments de [1,+oco[. Donc le plus petit 
des majorants est 1. 

2. inf A = 0: les minorants sont les éléments de ]— co, 0] donc le plus grand des minorants 
est 0. 


Théorème 19. R4 


Toute partie de R non vide et majorée admet une borne supérieure. 


De la même façon : Toute partie de R non vide et minorée admet une borne inférieure. 
Remarque 


C’est tout l'intérêt de la borne supérieure par rapport à la notion de plus grand élément, dès 
qu’une partie est bornée elle admet toujours une borne supérieure et une borne inférieure. 
Ce qui n’est pas le cas pour le plus grand ou plus petit élément. Gardez à l’esprit l'exemple 
A =[0,1[. 


Proposition 49. Caractérisation de la borne supérieure 


Soit À une partie non vide et majorée de R. La borne supérieure de A est unique réel sup A 
tel que 


(i) si x € À, alors x < supA, 


(Gi) pour tout y < sup À, il existe x € A tel que y < x. 
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Exemple 68 


Reprenons l'exemple de la partie A = {1- 1 In eN*}. 


O=u] 


1. Nous avions vu que min A = (0. Lorsque le plus petit élément d’une partie existe alors la 
borne inférieure vaut ce plus petit élément : donc inf A = min A = 0. 


2. Première méthode pour sup A. Montrons que sup À = 1 en utilisant la définition de la 
borne supérieure. Soit M un majorant de À alors M > 1- 1, pour tout n > 1. Donc à 
la limite M > 1. Réciproquement si M > 1 alors M est un majorant de A. Donc les 
majorants sont les éléments de [1, +o0[. Ainsi le plus petit des majorant est 1 et donc 
supA = I. 

3. Deuxième méthode pour sup À. Montrons que sup À = 1 en utilisant la caractérisation 
de la borne supérieure. 


G) Si x€A, alors x < 1 (1 est bien un majorant de A); 


Gi) pour tout y < 1, il existe x € À tel que y < x : en effet prenons n suffisamment grand 
tel que 0 < 1 <1- y. Alors on a y< 1-l< 1. Donc x=1- 1 € A convient. 


Par la caractérisation de la borne supérieure, sup A = 1. 


Démonstration 


1. Montrons que supA vérifie ces deux propriétés. La borne supérieure est en particulier un majo- 
rant, donc vérifie la première propriété. Pour la seconde, fixons y < sup À. Comme supA est le 
plus petit des majorants de A alors y n’est pas un majorant de A. Donc il existe x € A tel que 
y <x. Autrement dit sup À vérifie également la seconde propriété. 


2. Montrons que réciproquement si un nombre a vérifie ces deux propriétés, il s’agit de sup A. La 
première propriété montre que a est un majorant de À. Supposons par l’absurde que a n’est pas 
le plus petit des majorants. Il existe donc un autre majorant y de A vérifiant y < a. La deuxième 
propriété montre l’existence d’un élément x de À tel que y < x, ce qui contredit le fait que y est 
un majorant de À. Cette contradiction montre donc que « est bien le plus petit des majorants de 
À, à savoir supA. 


Nous anticipons sur la suite pour donner une autre caractérisation, très utile, de la borne supé- 
rieure. 
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Proposition 50 


Soit À une partie non vide et majorée de R. La borne supérieure de À est l’unique réel sup A 


tel que 
(i) supA est un majorant de À, 


(ii) il existe une suite (xn)nen d'éléments de A qui converge vers sup À. 


Remarques historiques 


— Les propriétés R1, R2, R3 et le théorème R4 sont intrinsèques à la construction de R (que 
nous admettons). 

- Il ya un grand saut entre Q et R : on peut donner un sens précis à l’assertion « il y a beaucoup 
plus de nombres irrationnels que de nombres rationnels », bien que ces deux ensembles soient 
infinis, et même denses dans R. 

D'autre part, la construction du corps des réels R est beaucoup plus récente que celle de Q 
dans l’histoire des mathématiques. 

— La construction de R devient une nécessité après l'introduction du calcul infinitésimal (New- 
ton et Leibniz vers 1670). Jusqu’alors l’existence d’une borne supérieure était considérée 
comme évidente et souvent confondue avec le plus grand élément. 

— Ce n’est pourtant que beaucoup plus tard, dans les années 1860-1870 (donc assez récemment 
dans l’histoire des mathématiques) que deux constructions complètes de R sont données : 

- Les coupures de Dedekind : € est une coupure si 6 cQetsiVre@onar'<r => re. 
— Le suites de Cauchy : ce sont les suites (un)nen vérifiant la propriété 


ve>0 INEN|(m>N „nè N) = lum-unl<Ee. 


Les réels sont l’ensemble des suites de Cauchy (où l’on identifie deux suites de Cauchy 
dont la différence tend vers 0). 


Mini-exercices 
1. Soit A une partie de R. On note —A = {-x|x € A}. Montrer que min À = -max(—A), 
c'est-à-dire que si l’une des deux quantités a un sens, l’autre aussi, et on a égalité. 


. Soit À une partie de R. Montrer que A admet un plus petit élément si et seulement si 
A admet une borne inférieure qui appartient à A. 


. Même exercice, mais en remplaçant min par inf et max par sup. 


. Soit À = {1 |n € N}. Déterminer, sils existent, le plus grand élément, le plus 


petit élément, les majorants, les minorants, la borne supérieure et la borne inférieure. 


. Même question avec À = {+ | x € [0, +oof}. 
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Exercices @ Suites 


Introduction 


L'étude des suites numériques a pour objet la compréhension de l’évolution de séquences de 
nombres (réels, complexes ...). Ceci permet de modéliser de nombreux phénomènes de la vie quo- 
tidienne. Supposons par exemple que l’on place une somme S à un taux annuel de 10%. Si Sn 
représente la somme que l’on obtiendra après n années, on a 


So=8 Sı=8x1,1 ... Sn =S x(1,1). 


Au bout de n = 10 ans, on possédera donc S10 = Sn =S x (1, 1)! æ S x 2,59 : la somme de départ 
avec les intérêts cumulés. 


1. Définitions 


1.1. Définition d’une suite 


Définition 44 


— Une suite est une application u : N —> R. 


— Pour n EN, on note u(n) par un et on l’appelle n-ème terme ou terme général de la 
suite. 


La suite est notée u, ou plus souvent (Un)nen ou simplement (un). Il arrive fréquemment que l’on 
considère des suites définies à partir d’un certain entier naturel no plus grand que 0, on note alors 


(Un)n>no- 
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Exemple 69 


— (Vn)nz0 est la suite de termes : 0, 1, V2, V3... 

— ((—-1)"),20 est la suite qui alterne +1, —1, +1, -1,... 

— La suite (Sn)n>0 de l'introduction définie par Sn = S x (1,1)”, 

— (Fn)nz20 définie par Fo = 1, F; = 1 et la relation Fn+2 = Fn+1 + Fn pour n e N (suite de 
Fibonacci). Les premiers termes sont 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... Chaque terme est la somme 
des deux précédents. 

_ ER Les premiers termes sont 1, F, z, b Tan 


1.2. Suite majorée, minorée, bornée 


Définition 45 


Soit (un )nen une suite. 
— (Un)nen est majorée si I1MER VneN unsM. 


— (Un)nen est minorée si JmER VneN u,>m. 
— (Un)nen est bornée si elle est majorée et minorée, ce qui revient à dire : 


IMER VneN JunlsM. 


1.3. Suite croissante, décroissante 
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Définition 46 


Soit (Un)neN une suite. 
— (Un)nen est croissante si VneN uh:1Z=uUn. 
— (un)nen est strictement croissante si VneEeN uy:1>uUn. 
— (Un)nen est décroissante si VneN uh:1<un. 
(Un)nen est strictement décroissante si VneN uh:1<uUn. 


— (Un)nen est monotone si elle est croissante ou décroissante. 


— (un)ne est strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement 


décroissante. 


Voici un exemple d’une suite croissante (mais pas strictement croissante) : 


Remarque 


— (Un)nen est croissante si et seulement si VneN u,:1-uh 20. 
— Si (Un)nen est une suite à termes strictement positifs, elle est croissante si et seulement 
siVneN “#t>1. 
Un 


Exemple 70 


— La suite (S,),-0 de l'introduction est strictement croissante car S,:1/S, =1,1>1. 

— La suite (u,),>1 définie par u, = (—1)”/n pour n > 1, n’est ni croissante ni décroissante. 
Elle est majorée par 1/2 (borne atteinte en n = 2), minorée par —1 (borne atteinte en 
n=1). 


- La suite (à), est une suite strictement décroissante. Elle est majorée par 1 (borne 
atteinte pour n = 1), elle est minorée par 0 mais cette valeur n’est jamais atteinte. 
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Mini-exercices 


. La suite (= )„en est-elle monotone ? Est-elle bornée ? 


nsin(n!) 


. La suite (PF 


JaN est-elle bornée ? 


. Réécrire les phrases suivantes en une phrase mathématique. Écrire ensuite la négation 
mathématique de chacune des phrases. (a) La suite (un)nen est majorée par 7. (b) La 
suite (Un)nen est constante. (c) La suite (un)nen est strictement positive à partir d’un 
certain rang. (d) (Un)nen n’est pas strictement croissante. 


. Est-il vrai qu’une suite croissante est minorée ? Majorée ? 


> re . n 2 . ` . . 
. Soit x > 0 un réel. Montrer que la suite (5) N est décroissante à partir d’un certain 
SAE 
rang. 


2. Limites 


2.1. Introduction 


Pour un trajet au prix normal de 20 euros on achète une carte dabonnement de train à 50 euros et 
on obtient chaque billet à 10 euros. La publicité affirme « 50% de réduction ». Qu’en pensez-vous ? 


Pour modéliser la situation en termes de suites, on pose pour un entier n > 1: 


Un = 20n 
Un = 10n +50 


u, est le prix payé au bout de n achats au tarif plein, et v, celui au tarif réduit, y compris le prix 
de l’abonnement. La réduction est donc, en pourcentage : 
Un Un—-Un 10n-50 5 


q= = = =0,5- — > 0,5 
Un Un 20n 2 


Il faut donc une infinité de trajets pour arriver à 50% de réduction ! 


50% 


2.2. Limite finie, limite infinie 


Soit (Un)neN une suite. 
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Définition 47 


La suite (un)nen a pour limite L ER si : pour tout € > 0, il existe un entier naturel N tel que 
sin >N alors [un —-0|<Ee: 


Ve>0 2NEN VnenN n>N => lun (<e) 


On dit aussi que la suite (un)nen tend vers /. Autrement dit : un est proche d’aussi près que l’on 


veut de Z, à partir d’un certain rang. 


Définition 48 


1. La suite (un)nen tend vers +00 si : 
vA>0 JINEN VnenN nzN = uU 2A) 
2. La suite (un)nen tend vers -oo si : 


VA>O0 2NEN VnenN (n>N = u,<-A) 


Remarque 
1. On note liMmn—+oo Un = £ ou parfois un E £, et de même pour une limite +oo. 
2. liM —>+oUn = -00 4> liMp—+o— Un = +00. 
3. On raccourcit souvent la phrase logique en: Ve>0 2NEN (n>a N = |un-fl|<se). 


Noter que N dépend de € et qu’on ne peut pas échanger l’ordre du « pour tout » et du «il 
existe ». 


4. L'inégalité |u, — £| < £ signifie f — € < un < l +£. On aurait aussi pu définir la limite par 
la phrase : Ye >0 2NEN (n>N = |un-—fl|< e€), où l’on a remplacé la dernière 
inégalité large par une inégalité stricte. 


Définition 49 


Une suite (un)nen est convergente si elle admet une limite finie. Elle est divergente sinon 
(c’est-à-dire soit la suite tend vers +oo, soit elle n’admet pas de limite). 


On va pouvoir parler de la limite, si elle existe, car il y a unicité de la limite : 
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Proposition 51 


Si une suite est convergente, sa limite est unique. 


Démonstration 


On procède par l’absurde. Soit (un)nen une suite convergente ayant deux limites Z # 7’. Choisissons 
€ > 0 tel que € < ELA 

Comme limy_oun = Z, il existe N tel que n > N'1 implique |un — l| < €. 

De même limy_+0 Un = l, il existe No tel que n > No implique [un -L/|<e. 


Notons N = max(N1, N2), on a alors pour ce N : 


lun—til<e et lun-#'|l<e 


Donc|#-{'|=|£-un+un-£|<|{-un|+l|un -{'| d'après l'inégalité triangulaire. On en tire [£—#'|< 
e+e=2e <[|£-—V'|. On vient d'aboutir à l’inégalité [£ — £'| < |£ — £'| qui est impossible. Bilan : notre 
hypothèse de départ est fausse et donc £ = 7. 


2.3. Propriétés des limites 


Proposition 52 


1. lim,_-oun=l  lim,_rstun-10)=0 = lim;y_slun-#€|=0, 


2. limp_ooun = € => limy_oolünl = lfl. 


Démonstration 


Cela résulte directement de la définition. 


Proposition 53. Opérations sur les limites 


Soient (Un)nen et (Un)nen deux suites convergentes. 
1. Silim,_oun = £, où £ ER, alors pour A E€ R on a lim, Aun = A£. 


2. Si limp—+œUn = £ et limy_.1œUn = l’, où £,L'ER, alors 


lent IE TEA 
n— +00 


lim (Un xUn)=£x L 
n— +00 


3. Si liMmn—+œUn = l où Z € R* = R\ {0} alors un # 0 pour n assez grand et lim, + = 


Nous ferons la preuve dans la section suivante. 
Nous utilisons continuellement ces propriétés, le plus souvent sans nous en rendre compte. 


Exemple 71 


Si un — £ avec f Z +1, alors 


Un(1-3un)- 


1 
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Proposition 54. Opérations sur les limites infinies 


Soient (Un)nen et (Un)nen deux suites telles que lim, Un = +00. 
1. limy_+ + = 0 
2. Si (un)nen est minorée alors lim, 1% (Un +Un)= +00 


3. Si (Un)nen est minorée par un nombre À > 0 alors lim, (Un X Un) = +00 


4. Si liMn—+œUn =Q et un > 0 pour n assez grand alors lim, _,, + = +00. 
n 


Exemple 72 


Si (un) est la suite de terme général 4, alors limp—+oœ (Un) = 0. 


2.4. Des preuves! 


Nous n’allons pas tout prouver mais seulement quelques résultats importants. Les autres se 
démontrent de manière tout à fait semblable. 
Commençons par prouver un résultat assez facile (le premier point de la proposition 54) : 


«Si limu,=+o alors lim + = 0.» 
n 
Démonstration 


Fixons € > 0. Comme lim, Un = +00, il existe un entier naturel N tel que n > N implique un > 
On obtient alors 0 < + < £ pour n > N. On a donc montré que lim; + = (0. 
n 


1 
= 


Afin de prouver que la limite d’un produit est le produit des limites nous aurons besoin d’un peu 
de travail. 


Proposition 55 


Toute suite convergente est bornée. 


Démonstration 


Soit (un)nen une suite convergeant vers le réel £. En appliquant la définition de limite (définition 47) 
avec € = 1, on obtient qu’il existe un entier naturel N tel que pour n > N on ait |un — £| < 1, et donc pour 
n>Nona 

lunl =£ +(un- 2) < |Z| +lun -Z| <|Z|+1. 


Donc si on pose 


M = max(luol,lu1l,:--,lun-1l,1£1+ 1) 
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| on a alors Yn EN [ul < M. 


Proposition 56 


Si la suite (un )nen est bornée et liMmp—+oo Vn = 0 alors lim, (un X Un) = 0. 


Exemple 73 


Si (Un)h>1 est la suite donnée par un = cos(n) et (v,),-1 est celle donnée par vn = i alors 
liMmn—>+oo(UnYVn)=0. 


Démonstration 


La suite (un )nen est bornée, on peut donc trouver un réel M > 0 tel que pour tout entier naturel n on 


ait |un| < M. Fixons € > 0. On applique la définition de limite (définition 47) à la suite (v,);en pour 


e' = ÿ. Il existe donc un entier naturel N tel que n > N implique |vn] < €’. Mais alors pour n>N ona: 


lUnUnl = lüunllunl SM xE =e. 
nyn n n 


On a bien montré que liMmp—>+oœ(Un x Un) = 0. 


Prouvons maintenant la formule concernant le produit de deux limites (voir proposition 53). 
«Si limu=€ et limvn=/" alors liMUunvn = £.» 
Démonstration Démonstration de la formule concernant le produit de deux limites 


Le principe est d'écrire : 
unUn — LC! = (un —€)0n + Uun — 2) 


D’après la proposition 56, la suite de terme général {/(v, — £') tend vers 0. Par la même proposition il 
en est de même de la suite de terme général (un — £)v,, car la suite convergente (v,);en est bornée. On 
conclut que limy_+o(unun — EL’) = 0, ce qui équivaut à lim, UnUn = 0". 


2.5. Formes indéterminées 


Dans certaines situations, on ne peut rien dire à priori sur la limite, il faut faire une étude au cas 
par cas. 


Exemple 74 
1. «+o0—00»> Cela signifie que si un — +00 et vn — —-co il faut faire faire l'étude en fonction 


de chaque suite pour lim(u, + Vn) comme le prouve les exemples suivants. 


lim (e*-—In(n)) = +00 
n—+00 


I 
| 
8 


. 2 
7 LE) 


lim |In+-|-n 
n— +00 n 


Il 
© 
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2. « 0 x co » 
lim — x e” = +00 
n—+olnn 
n 1 
lim —xInn=0 
n>+on 
. 1 
lim —x(n+1)=1 
n—+oon 
3. « Z», « D», « 1% CARE 


2.6. Limite et inégalités 


Proposition 57 


1. Soient (Un)nen et (Vrnen deux suites convergentes telles que : Yn E N, Un S Vn. Alors 


lim u,< lim vn 
n— +00 n— +00 


2. Soient (Un)nen et (Un)nen deux suites telles que liM —+oo Un = +o et Yn EN, Vn > Un. 


Alors limy_+5 Un = +00. 


3. Théorème des « gendarmes » : si (Un)neN, (Un)nen et (Wn)nen sont trois suites telles que 
VneEN up <Un <Wn 


et limy_+oun = l =limy 1 Wn, alors la suite (v»)1en est convergente et lim»: Un = 


2. 


Remarque 


1. Soit (un)nen une suite convergente telle que : Yn EN, un > 0. Alors lim»; Un > 0. 


2. Attention : si (Un)nen est une suite convergente telle que : Yn EN, un > 0, on ne peut 
affirmer que la limite est strictement positive mais seulement que lim;_un > 0. Par 
exemple la suite (un)nen donnée par un = -H est à termes strictement positifs, mais 


converge vers zéro. 


Démonstration Démonstration de la Proposition 57 


1. En posant Wn = Vn—Un, on se ramène à montrer que si une suite (Wn)nen vérifie Yn E N, w, = 0 et 
converge, alors limp—+oo Wn > 0. On procède par l’absurde en supposant que / =lim,_,;wn <0. 
En prenant € = H dans la définition de limite (définition 47), on obtient qu’il existe un entier 
naturel N tel que n > N implique |w, — l| < € = -£. En particulier on a pour n > N que wpn < 
l- $ = $ < 0, une contradiction. 
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2. Laissé en exercice. 


8. En soustrayant la suite (4, )hen, on se ramène à montrer l'énoncé suivant : si (Un)nen et (Un)nen 
sont deux suites telles que : Yn € N, O < Un <S Un et limy_+oUn = 0, alors (un) converge et 
limy_+oun = 0. Soit € > 0 et N un entier naturel tel que n > N implique |vn| < €. Comme 
lUnl = un <Un = |vAl, on a donc : n > N implique [u,|< €. On a bien montré que lim;_un =0. 


Exemple 75. Exemple d’application du théorème des « gendarmes » 
Trouver la limite de la suite (un)nen de terme général : 


Cou D 


Un = 2 + ———— 
” l+n+n? 


Mini-exercices 


2n+1 
n+2 


que lim» _+un = 2. Trouver explicitement un rang à partir duquel 1,999 < u, < 2,001. 


1. Soit (un)nen la suite définie par un = . En utilisant la définition de la limite montrer 


n+cosn 


2. Déterminer la limite 7 de la suite (un)nen de terme général : = et trouver un entier 


N tel que si n > N, on ait |un — l| <S 10e 
3. La suite (un)nen de terme général (—1)”e” admet-elle une limite? Et la suite de terme 
général = ? 


4. Déterminer la limite de la suite (un)n>1 de terme général vn + 1- yn. Idem avec vn = 


cosn — ah 
siman: Idem avec w, = f7- 


3. Exemples remarquables 
3.1. Suite géométrique 


Proposition 58. Suite géométrique 


On fixe un réel a. Soit (un)nen la suite de terme général : un = a”. 


1. Sia = 1, on a pour tout nEN:un=1. 
2. Sia > 1, alors liMmp—+oo Un = +00. 


3. Si-1<a<1l,alors liMmp =+ Un = 0. 


4. Sia < —1, la suite (un)nen diverge. 
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Démonstration 


1. est évident. 


2. Écrivons a = 1+b avec b > 0. Alors le binôme de Newton s'écrit a” = (1+b)” = 1+nb + (3)b? +--+ 


(;)b* +---+ b”. Tous les termes sont positifs, donc pour tout entier naturel n on a : a” >1+nb. 
Or lim, (1 +nb) = +00 car b > 0. On en déduit que lim, +, a" = +00. 

3. Si a = 0, le résultat est clair. Sinon, on pose b = Iż. Alors b > 1 et d’après le point précé- 
dent lim,_.:% b” = +00. Comme pour tout entier naturel n on a : |a|” = H> on en déduit que 
lim, _.lal” = 0, et donc aussi lim, _,,,, a" =0. 

4. Supposons par l’absurde que la suite (un)nen converge vers le réel £. De a? > 1, on déduit que 
pour tout entier naturel n, on a a?” > 1. En passant à la limite, il vient / > 1. Comme de plus 
pour tout entier naturel n on a a?"*l < a < -1, il vient en passant de nouveau à la limite Z < —1. 
Mais comme on a déjà ¥ > 1, on obtient une contradiction, et donc (un) ne converge pas. 


3.2. Série géométrique 


Proposition 59. Série géométrique 


Soit a un réel, a # 1. En notant D =l+a+a?+...+a", on a: 


Démonstration 


En multipliant par 1-a on fait apparaître une somme télescopique (presque tous les termes s’an- 
nulent) : 


2 2 


(-a)(1+a+a?+...+a")=(1+a+a2+...+a")-(a+a2+...+a"tl)=1-att 


Remarque 


Si a €] — 1,1[ et (un)nen est la suite de terme général : un = > 4, alors lim, un = 1. 


De manière plus frappante, on peut écrire : 


l+a+a? +a? += 


1 
l-a 


2 


Enfin, ces formules sont aussi valables si a € C\ {1}. Si a = 1, alors 1+a+a*+-..+a"=n+1. 


Exemple 76 


L'exemple précédent avec a = ł donne 


1 1 1 
l+=+-+-+...=2. 
Cette formule était difficilement concevable avant l'avènement du calcul infinitésimal et a été 
popularisée sous le nom du paradoxe de Zénon. On tire une flèche à 2 mètres d’une cible. 
Elle met un certain laps de temps pour parcourir la moitié de la distance, à savoir un mètre. 
Puis il lui faut encore du temps pour parcourir la moitié de la distance restante, et de nouveau 
un certain temps pour la moitié de la distance encore restante. On ajoute ainsi une infinité 
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de durées non nulles, et Zénon en conclut que la flèche n’atteint jamais sa cible! 

L'explication est bien donnée par légalité ci-dessus : la somme d’une infinité de termes peut 
bien être une valeur finie! ! Par exemple si la flèche va à une vitesse de 1 m/s, alors elle 
parcoure la première moitié en 1 s, le moitié de la distance restante en ł s, etc. Elle parcoure 


bien toute la distance en 1+ z + ł + t +--- = 2 secondes! 


N 


3.3. Suites telles que <£ł<1 


Un+1 
Un 


Théorème 20 


Soit (Un)nen une suite de réels non nuls. On suppose qu’il existe un réel £ tel que pour tout 


entier naturel n (ou seulement à partir d’un certain rang) on ait : 


Un+1 
Un 


<<. 


Alors limy_oun = 0. 


Démonstration 


On suppose que la propriété ju] </< 1 est vraie pour tout entier naturel n (la preuve dans le cas 
où cette propriété n’est vraie qu’à partir d’un certain rang n’est pas très différente). On écrit 


Un U1 U2 U3 Un 
= X x x x 
uo uo ul U2 Un-1 
ce dont on déduit 
Un 


<lxlxlx.--xxlf= f" 


uo 


et donc |un| < luo|/”. Comme £ < 1, on a lim, /” =0. On conclut que lim;_un = 0. 


Corollaire 9 


Soit (un)nen une suite de réels non nuls. 


Un+1 


z2 = 0, alors limy_.ooUn = 0. 
n 


Si limp—+o0 


Exemple 77 


n 


Soit a € R. Alors lim, #7 = 0. 
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Démonstration 


Si a = 0, le résultat est évident. Supposons a # 0, et posons u, = a. Alors 


Un+1 | a! n! a 


un (n+! a” ntl’ 


“1 = 0 (car a est fixe), on 
n 


on déduit par le théorème que pour n > N > 2jaļ| ona: 


Pour conclure, on peut ou bien directement utiliser le corollaire : comme lim 


a limu, = 0. Ou bien, comme “#1 = -+ 


Un n+1? 
u lal lal lal 1 
eaa < ee 
Un n+1 N+1 N 2 


et donc lim, un = 0. 


Remarque 


1. Avec les notations du théorème, si on a pour tout entier naturel n à partir d’un certain 


Un+1 
Un 


rang : | | > £ > 1, alors la suite (u,),en diverge. En effet, il suffit d'appliquer le 
théorème à la suite de terme général TA pour voir que liMp—+oolUn| = +00. 


2. Toujours avec les notations du théorème, si Z = 1 on ne peut rien dire. 


Exemple 78 


Pour un nombre réel a, a > 0, calculer lim, _.,, Ya. 
On va montrer que lim, Va = 1. Si a = 1, c’est clair. Supposons a > 1. Écrivons a = 1 +A, 
avec h > 0. Comme 


(1ż) sidna idei 
n n 


(voir la preuve de la proposition 58) on a en appliquant la fonction racine n-ième, ¥⁄ : 
1+—>ÿa>l. 
n 


On peut conclure grâce au théorème « des gendarmes » que lim, _.,, Ya = 1. Enfin, si a < 1, 
1 
> 1. 


on applique le cas précédent à b = = 


3.4. Approximation des réels par des décimaux 


Proposition 60 


Soit a € R. Posons 


_ EG0"a) 
"o jor ’ 


Alors u, est une approximation décimale de a à 107” près, en particulier lim, Un = a. 
n , n 


Exemple 79 
x = 3, 14159265... 
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E(0° 

uo = 2 = E(x)=3 
E(0! E(31,415... 

u, = EQ0D = ESLRS) L 3,1 
E(0°? E(314,15...) _ 

Ug = qom — T00 =3,14 


E(10”a)< 10”a < E(10”a)+1 


donc 
b 1 
Un <A<Un+ 107 
ou encore i 
O<a-un< Š 
107 


Or la suite de terme général IF est une suite géométrique de raison +, donc elle tend vers 0. On en 
déduit que lim ,—+oo Un = 4. 


Exercice 4 


Montrer que la suite (un)nen de la proposition 60 est croissante. 


Remarque 


1. Les u, sont des nombres décimaux, en particulier ce sont des nombres rationnels. 


Démonstration 
D’après la définition de la partie entière, on a 
2. Ceci fournit une démonstration de la densité de Q dans R. Pour e€ > 0, et I =]a —- £,a + el, 


alors pour n assez grand, un EIN Q. 


Mini-exercices 


. Déterminer la limite de la suite (un)nen de terme général 5” — 4”. 


. Soit vn = 1+a +a? +--- +a”. Pour quelle valeur de a ER la suite (vn)n>1 a pour limite 3 
(lorsque n — +00)? 


Th 24.. 42n 
3. Calculer la limite de H2, 

. Montrer que la somme des racines n-ièmes de l’unité est nulle. 

sin((n+ h)6) 


. Montrer que si sin(?) Z 0 alors t + cos(0) + cos(20) + --- + cos(n0) = 2eme) (penser à 
2 


ei), 
. Soit (Un)n>2 la suite de terme général u,, = In(1+ D xIn(1+ D xX---xIn(1+ 2). Déterminer 
la limite de E Que peut-on en déduire ? 


. Déterminer la limite de GREC (où T= 3, 14... ). 


. Soit a un réel. Montrer que pour tout € > 0 il existe un couple (m,n) € Z xN (et même 
une infinité) tel que la = lee 
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4. Théorème de convergence 


4.1. Toute suite convergente est bornée 


Revenons sur une propriété importante que nous avons déjà démontrée dans la section sur les 
limites. 


Proposition 61 


Toute suite convergente est bornée. 


La réciproque est fausse mais nous allons ajouter une hypothèse supplémentaire pour obtenir des 
résultats. 


4.2. Suite monotone 


Théorème 21 


Toute suite croissante et majorée est convergente. | 


Remarque 


Et aussi : 
— Toute suite décroissante et minorée est convergente. 
— Une suite croissante et qui n’est pas majorée tend vers +oo. 
— Une suite décroissante et qui n’est pas minorée tend vers —co. 


Démonstration Démonstration du théorème 21 


Notons À = {unln EN} c R. Comme la suite (un)nen est majorée, disons par le réel M, l’ensemble A 
est majoré par M, et de plus il est non vide. Donc d’après le théorème R4 du chapitre sur les réels, 
l'ensemble A admet une borne supérieure : notons ¥ = sup A. Montrons que lim,_,:,un = £. Soit £ > 0. 
Par la caractérisation de la borne supérieure, il existe un élément un de A tel que /-e<un < £. Mais 
alors pourn>Nona/-e<un<u,<#,et donc |uņn — l| < €. 


4.3. Deux exemples 


¢(2) 
Soit (un)n>1 la suite de terme général : 


1 1 1 
Ter 


— La suite (u,)n>1 est croissante : en effet Un+1 — Un = ri > 0. 
— Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n > 1 on a un <2- E, 
_ Pourn=1l,onau=1<1=2-à. 


— Fixons n > 1 pour lequel on suppose u, < 2 — L, Alors Un+1 = Un + Or 


1 1 1 1 ni 
GI nmiD à m’ donc un+1 S2- 7, 


— Donc la suite (un)n>1 est croissante et majorée par 2 : elle converge. 


1 1 1 
<9— 
m nt Go 


ce qui achève la récurrence. 
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Remarque 


On note &(2) cette limite, vous montrerez plus tard qu’en fait &(2) = r, 


Suite harmonique 


C’est la suite (Un)n>1 de terme général : 


i 1 1 
Un=l+t-+-+...+—, 
ý 2 3 n 
Calculons liMp—+o% Un. 

— La suite (un)n>1 est croissante : en effet Un+1 — Un = H >0. 


- Minoration de u2 — uə-1ı. On a uz-u1=1+4 1=4; ua u2=3+}>i+l-=1l eten 
général : 
1 1 E E. 
Up — Uop-1 = + ++ — > X — = — 
#  D ll. 9 149 2P 2 2 
1———— —] 


2P-1=2P —2P-1 termes > zp 


- liMn—+œUn = +00. En effet 
E os P 
Ugp — 1 = Uugp — U1 = (u2 — U1) + (u4 — U2) +--+ (Up — Ugp-1) > 2 


donc la suite (un)n>1 est croissante mais n’est pas bornée, donc elle tend vers +co. 


4.4. Suites adjacentes 


Définition 50 


Les suites (u,)1en et (Un)nen sont dites adjacentes si 
1. (un)nen est croissante et (Vn)nen est décroissante, 
2. pour tout n >0, on a Un < Un, 


3. limy_, {Un — Un) =0. 


Théorème 22 


Si les suites (Un)nen et (Un)nen sont adjacentes, elles convergent vers la même limite. 


Il y a donc deux résultats dans ce théorème, la convergence de (un) et (vn) et en plus légalité des 


limites. 
Les termes de la suites sont ordonnées ainsi : 


Démonstration 


— La suite (un)nen est croissante et majorée par vo, donc elle converge vers une limite Z. 
- La suite (v,)nen est décroissante et minorée par wo, donc elle converge vers une limite 7’. 
- Donc {//-£{=lim, (Un — un) = 0, d'où l = Z. 
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Exemple 80 


Reprenons l’exemple de &(2). Soient (un) et (vn) les deux suites définies pour n > 1 par 


Montrons que (un) et (vn) sont deux suites adjacentes : 


1(a) (un) est croissante car Un+1— Un = si > 0. 


_ n+2+2(n+1)}-2(n+1Xn+2) _ 
= (n+2)n+1) = 


(b) (Un) est décroissante : UVn+1 — Un 


=f} 
manri <0 


= 1, 2. 2 
T (n+1}ÿ n+2 n+l 


2. Pour tout n > 1 : Un — Un = 747 >O, donc Un <Un. 


2 


= donc lim(v, - un) =0. 


3. Enfin comme Vpn — Un = 


Les suites (u,) et (vn) sont deux suites adjacentes, elles convergent donc vers une même 


limite finie /. Nous avons en plus l'encadrement un < Z < vn pour tout n > 1. Ceci fournit 


PN E Eai 1, 11 
des approximations de la limite : par exemple pour n =3,1+3+3<{<1+3+3+3 donc 


1,3611...< / < 1,8611... 


Exercice 5 


Soit (un)n>1 la suite de terme général : 


Montrer que la suite (un)n>1 converge (on pourra considérer la suite (v,),>1 de terme général 
1 
Un=Un+ DL 


Remarque 


On note &(3) cette limite. On l’appelle aussi constante d’Apéry. Roger Apéry a prouvé en 1978 
que &(3) ¢ Q. 


4.5. Théorème de Bolzano-Weierstrass 


Définition 51 


Soit (Un)nen une suite. Une suite extraite ou sous-suite de (un)nen est une suite de la forme 
(up(n)nen, où D: N — N est une application strictement croissante. 


(0) p) (2) (3) 
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Exemple 81 


Soit la suite (un)nen de terme général un = (-1)”. 
— Si on considère  : N — N donnée par p(n) = 2n, alors la suite extraite correspondante a 
pour terme général ugn) = (-1)2" = 1, donc la suite (Ugin))nen est constante égale à 1. 
- Si on considère y : N — N donnée par y(n) = 3n, alors la suite extraite correspondante a 
pour terme général uy(n) = (17 = ((-1)" = (-1)". La suite (Uy(n)nen est donc égale 


à (Un)ne. 


11 © © © © 


D0)=0 pD=2 p2=4 p(3)=6 


y(0)=0 y(1)=3 


Proposition 62 


Soit (un)nen une suite. Si limp—+œUn = f, alors pour toute suite extraite (Ug(n))nen On a 
Him, U p(n) = £. 


Démonstration 


Soit € > 0. D’après la définition de limite (définition 47), il existe un entier naturel N tel que n > N 
implique |un — £| < £. Comme l'application ¢ est strictement croissante, on montre facilement par 
récurrence que pour tout n, on a ġ(n) > n. Ceci implique en particulier que si n > N, alors aussi 
(n) > N, et donc |ugin)— {| < €. Donc la définition de limite (définition 47) s’applique aussi à la suite 
extraite. 


Corollaire 10 


Soit (Un)nen une suite. Si elle admet une sous-suite divergente, ou bien si elle admet deux 


sous-suites convergeant vers des limites distinctes, alors elle diverge. 


Exemple 82 


Soit la suite (un)nen de terme général un = (—1)”. Alors (U2n)nen converge vers 1, et (U2n+1)neN 
converge vers —1 (en fait ces deux sous-suites sont constantes). On en déduit que la suite 
(Un)nen diverge. 
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Exercice 6 


Soit (un)nen une suite. On suppose que les deux sous-suites (u2n)nen et (U2n+1)nen convergent 
vers la même limite Z. Montrer que (u»)hen converge également vers Z. 


Terminons par un résultat théorique très important. 


Théorème 23. Théorème de Bolzano-Weierstrass 


Toute suite bornée admet une sous-suite convergente. 


Exemple 83 
1. On considère la suite (un)nen de terme général u, = (—1)”. Alors on peut considérer les 
deux sous-suites (uon)nen et (U2n+1)neN. 


2. On considère la suite (Vn)nen de terme général v, = cosn. Le théorème affirme qu’il 
existe une sous-suite convergente, mais il est moins facile de l’expliciter. 


Démonstration Démonstration du théorème 23 


On procède par dichotomie. L'ensemble des valeurs de la suite est par hypothèse contenu dans un 


intervalle [a,b]. Posons ao = a, bo = b, (0) = 0. Au moins l’un des deux intervalles [ao, sotto | ou 


aobo, bo] contient u, pour une infinité d'indices n. On note [a:,b11 un tel intervalle, et on note (1) 
un entier (1) > (0) tel que uga) € la1, b1]. 


F ai — 


ao bo 


En itérant cette construction, on construit pour tout entier naturel n un intervalle [an, bn], de longueur 
hu , et un entier D(n) tel que ugn) € lan, bn]. Notons que par construction la suite (a, )nen est croissante 
et la suite (b, }nen est décroissante. 

Comme de plus limy_+0(bn — an) = limy_+ ba = 0, les suites (an)nen et (bn)nen sont adjacentes 


et donc convergent vers une même limite Z. On peut appliquer le théorème « des gendarmes » pour 


conclure que lim} +60 Up(n) = £. 


Mini-exercices 


1. Soit (un)nen la suite définie par uo = 1 et pour n > 1, un = /V2+u,-1. Montrer que cette 
suite est croissante et majorée par 2. Que peut-on en conclure ? 


2. Soit (un)n>2 la suite définie par un = pi x me x m8 xX- x pen Étudier la croissance 


de la suite. Montrer que la suite (un) converge. 


3. Soit N > 1 un entier et (un)nen la suite de terme général un = cos( 4). Montrer que la 
suite diverge. 


4. Montrer que les suites de terme général un = DA 1 ñ etUn =Un+ ti sont adjacentes. 
Que peut-on en déduire ? 


— k 1 . ` . . 
5. Soit (un)n>1 la suite de terme général De { à ©, On considère les deux suites extraites 


de terme général v, = U2n et Wn = u2n+1. Montrer que les deux suites (v,):>1 et (Wn)n>1 
sont adjacentes. En déduire que la suite (un)n>1 converge. 
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6. Montrer qu’une suite bornée et divergente admet deux sous-suites convergeant vers des 
valeurs distinctes. 


5, Suites récurrentes 


Une catégorie essentielle de suites sont les suites récurrentes définies par une fonction. Ce chapitre 
est l'aboutissement de notre étude sur les suites, mais nécessite aussi l’étude de fonctions (voir 
«Limites et fonctions continues»). 


5.1. Suite récurrente définie par une fonction 


Soit f : R — R une fonction. Une suite récurrente est définie par son premier terme et une relation 
permettant de calculer les termes de proche en proche : 


uoER et un+1=f(ur) pourn>0 


Une suite récurrente est donc définie par deux données : un terme initial wo, et une relation de 
récurrence un+1 = f (un). La suite s'écrit ainsi : 


uo, U1=/f(uo), u2=f(u1)= fo), us =f(u2)= fff uo)... 


Le comportement peut très vite devenir complexe. 


Exemple 84 


Soit f(x) = 1+ yx. Fixons uo = 2 et définissons pour n > 0 : un:1 = f(un). C'est-à-dire uh+1 = 
1+ yun. Alors les premiers termes de la suite sont : 


2, 1+V2, 1+V1+V2, 1+V/1+1V/1+4V2, Eu a 


Voici un résultat essentiel concernant la limite si elle existe. 


Proposition 63 


Si f est une fonction continue et la suite récurrente (un) converge vers £, alors £ est une 


Si on arrive à montrer que la limite existe alors cette proposition permet de calculer des candidats 


solution de l’équation : 


à être cette limite. 


419 


RY 
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Une valeur Z7, vérifiant f(£) = £ est un point fixe de f. La preuve est très simple et mérite d’être 
refaite à chaque fois. 


Démonstration 


Lorsque n — +00, Un — f et donc aussi uh+1 — l. Comme up — f et que f est continue alors la suite 
(f(un)) — f(€). La relation un+1 = f(uh) devient à la limite (lorsque n — +oo) : £ = f(£). 


Nous allons étudier en détail deux cas particuliers fondamentaux : lorsque la fonction est crois- 
sante, puis lorsque la fonction est décroissante. 


5.2. Cas d’une fonction croissante 


Commençons par remarquer que pour une fonction croissante, le comportement de la suite (un) 
définie par récurrence est assez simple : 

-— Si u1 È> uọ alors (u,) est croissante. 

— Si u1 < uọ alors (u,) est décroissante. 
La preuve est une simple récurrence : par exemple si u1 > uọ, alors comme f est croissante on a 
u = f (u1) > f (uo) = u1. Partant de u2 > u1 on en déduit u3 > u92,... 


Voici le résultat principal : 


Proposition 64 


Si f : [a,b] — [a,b] une fonction continue et croissante, alors quelque soit wo € [a,b], la suite 


récurrente (un) est monotone et converge vers f € [a,b] vérifiant  f(£)=£KÆ 


Il y a une hypothèse importante qui est un peu cachée : f va de l'intervalle [a,b] dans lui-même. 
Dans la pratique, pour appliquer cette proposition, il faut commencer par choisir [a,b] et vérifier 
que f (la, b]) c [a,b]. 


fla, b]) 


Démonstration 


La preuve est une conséquence des résultats précédents. Par exemple si u1 > uo alors la suite (un) 
est croissante, elle est majorée par b, donc elle converge vers un réel £. Par la proposition 63, alors 
f(£)= €. Si u1 < uo, alors (un) est une décroissante et minorée par a, et la conclusion est la même. 
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Exemple 85 
Soit f : R — R définie par f(x) = }(x? — 1)(x — 2) + x et uo € [0,2]. Étudions la suite (un) définie 
par récurrence : un+1 = f (Un) (pour tout n > 0). 
1. Étude de f 
(a) f est continue sur R. 
(b) f est dérivable sur R et f(x) > 0. 
(c) Sur l'intervalle [0,2], f est strictement croissante. 
(d) Et comme f(0) = À et f(2) = 2 alors f([0,2]) c [0,2]. 
2. Graphe de f 


(y = x) 


uo 


S 
= 
& 
N 
j= 
& 
nm 
S 
o~ 
N 
aY 


Voici comment tracer la suite : on trace le graphe de f et la bissectrice (y = x). On part 
d’une valeur uọ (en rouge) sur laxe des abscisses, la valeur u1 = f(uo) se lit sur laxe 
des ordonnées, mais on reporte la valeur de u; sur l’axe des abscisses par symétrie 
par rapport à la bissectrice. On recommence : u2 = f (u1) se lit sur l'axe des ordonnées 
et on le reporte sur laxe des abscisses, etc. On obtient ainsi une sorte d’escalier, et 
graphiquement on conjecture que la suite est croissante et tend vers 1. Si on part d’une 
autre valeur initiale up (en vert), c’est le même principe, mais cette fois on obtient un 
escalier qui descend. 


3. Calcul des points fixes. 


Cherchons les valeurs x qui vérifient (f(x) = x), autrement dit (f(x) —x = 0), mais 
1, 2 
f(x) — x = 1” - 1)(x - 2) (8.1) 


Donc les points fixes sont les {—1,1,2}. La limite de (un) est donc à chercher parmi ces 3 
valeurs. 

4. Premier cas : uo = 1 ou wo = 2. 
Alors u1 = f(uo) = uo et par récurrence la suite (u,n) est constante (et converge donc vers 
uo). 


5. Deuxième cas : 0 <uo <1. 
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— Comme f([0,1]) c [0,1], la fonction f se restreint sur l'intervalle [0,1] en une fonction 
f : [0,1] — [0, 1]. 

— De plus sur [0,1], f(x) —- x > 0. Cela se déduit de l’étude de f ou directement de Pex- 
pression (8.1). 

— Pour uọ € [0, 1[, u1 = f(uo) > uo d’après le point précédent. Comme f est croissante, 
par récurrence, comme on l’a vu, la suite (un) est croissante. 

— La suite (un) est croissante et majorée par 1, donc elle converge. Notons £ sa limite. 

— D'une part £ doit être un point fixe de f : f(£)= £. Donc £ € {—1, 1,2}. 

— D'autre part la suite (un) étant croissante avec uọ > 0 et majorée par 1, donc £ € [0,1]. 

— Conclusion : si 0 < uọ < 1 alors (un) converge vers £ = 1. 


6. Troisième cas : 1 <uo <2. 
La fonction f se restreint en f : [1,2] — [1,2]. Sur l'intervalle [1,2], f est croissante 
mais cette fois f(x) < x. Donc u1 < uo, et la suite (u,) est décroissante. La suite (un) 
étant minorée par 1, elle converge. Si on note £ sa limite alors d’une part f(£) = £, donc 
Le {-1,1,2}, et d'autre part £/ € [1,2[. Conclusion : (un) converge vers f= 1. 


Le graphe de f joue un rôle très important, il faut le tracer même si on ne le demande pas 
explicitement. Il permet de se faire une idée très précise du comportement de la suite : Est-elle 
croissante ? Est-elle positive ? Semble-t-elle converger ? Vers quelle limite ? Ces indications sont 
essentielles pour savoir ce qu’il faut montrer lors de l’étude de la suite. 


5.3. Cas d’une fonction décroissante 


Proposition 65 


Soit f : [a,b] — [a,b] une fonction continue et décroissante. Soit uọ € [a,b] et la suite récur- 
rente (un) définie par un+1 = f (un). Alors : 
— La sous-suite (u2,) converge vers une limite £ vérifiant f o f(£)= Z. 


— La sous-suite (u2n+1) converge vers une limite £’ vérifiant f o f (£) = 7. 


Il se peut (ou pas !) que # = Z’. 
Démonstration 
La preuve se déduit du cas croissant. La fonction f étant décroissante, la fonction f o f est croissante. 
Et on applique la proposition 64 à la fonction f of et à la sous-suite (u2,) définie par récurrence 


ua = fo f (uo), ua = f ° f (u2),... 


De même en partant de u1 et u3 = f o f (u1),... 


Exemple 86 


1 1 
f(x)=1+—, uo > 0, Un+1 = f(Un)=1+— 
x Un 


1. Étude de f. La fonction f :]0,+oo[—1]0,+co[ est une fonction continue et strictement 


décroissante. 


2. Graphe de f. 
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Y 

2 
] ! | 
] | ] 
oi | 

1 E | 
l | l 
l | | 
] I | 
] | | 
] | ] 
] | | 
] | | 
l 1 l 
oi | 

ugo 1 u2 u3 2 u1 x 


Le principe pour tracer la suite est le même qu'auparavant : on place wo, on trace u1 = 
fo) sur l’axe des ordonnées et on le reporte par symétrie sur l’axe des abscisses,.… On 
obtient ainsi une sorte d’escargot, et graphiquement on conjecture que la suite converge 
vers le point fixe de f. En plus on note que la suite des termes de rang pair semble une 
suite croissante, alors que la suite des termes de rang impair semble décroissante. 


3. Points fixes de f of. 


1 1 x 2x +1 
PORN ER Sen 
Donc 
E 2x+1 3 : 1-V5 1+V5 
fof(x)=x <> =x% — xX -1-170 = se| 5, à | 
1+V5 


Comme la limite doit être positive, le seul point fixe à considérer est / = — 
Attention ! Il y a un unique point fixe, mais on ne peut pas conclure à ce stade car f est 
définie sur ]0,+oo[ qui n’est pas un intervalle compact. 

4. Premier cas 0 < uo < l = LYS 
Alors, u1 = f(uo) > f(£)= £ ; et par une étude de fof(x)-x, on obtient que : u2 = fof (uo) > 
uo;u1>fof(u1)=us. 
Comme u2 > uo et f of est croissante, la suite (u2,) est croissante. De même ug < u1, 
donc la suite (u2,+1) est décroissante. De plus comme uoọ < u1, en appliquant f un 
nombre pair de fois, on obtient que u2n <S U2n+1. La situation est donc la suivante : 


Uo SUZ <<: <UI9n <'°°<UIn+1 St SUZ SUI 


La suite (u2n) est croissante et majorée par u1, donc elle converge. Sa limite ne peut 
être que l’unique point fixe de fof : {= Laa, 

La suite (u2n+1) est décroissante et minorée par 0, donc elle converge aussi vers / = 
1+V5 

re 


On en conclut que la suite (un) converge vers f = LA 
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5. Deuxième cas uo > l = He, 
On montre de la même façon que (u2;) est décroissante et converge vers NES et que 


(U2n+1) est croissante et converge aussi vers LYS 


Mini-exercices 


1. Soit f(x) = Lx+1, uo = 0 et pour n > 0: un+1 = fUn). Étudier en détails la suite (un) : (a) 
montrer que un > 0; (b) étudier et tracer le graphe de g ; (c) tracer les premiers termes 
de (un); (d) montrer que (un) est croissante; (e) étudier la fonction g(x) = f(x) — x; (f) 
montrer que f admet deux points fixes sur R+, 0 < Z < L'; (g) montrer que f([0,£/)) c 
[0, Z]; (h) en déduire que (un) converge vers Z. 


. Soit f(x) = 1+ yx, uo = 2 et pour n > 0 : un+1 = f (Un). Étudier en détail la suite (un). 


. Soit (Un )nen la suite définie par : uo € [0,1] et un+1 = un — už. Étudier en détail la suite 


4. Étudier la suite définie par uo = 4 et un+1 = =. 


Auteurs 


Auteurs : Arnaud Bodin, Niels Borne, Laura Desideri 


Dessins : Benjamin Boutin 
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1 Notions de fonction 

2 Limites 

3 Continuité en un point 

4 Continuité sur un intervalle 

5 Fonctions monotones et bijections 
Vidéo W partie Notions de fonction 
Vidéo W partie Limites 


Vidéo W partie Continuité en un point 


>e wW N e 


Vidéo W partie Continuité sur un intervalle 
Vidéo M partie 5. Fonctions monotones et bijections 
Exercices @ Limites de fonctions 


Exercices ¢ Fonctions continues 


Motivation 


Nous savons résoudre beaucoup d'équations (par exemple ax +b = 0, ax? + bx + c = 0,...) mais ces 
équations sont très particulières. Pour la plupart des équations nous ne saurons pas les résoudre, 
en fait il n’est pas évident de dire s’il existe une solution, ni combien il y en a. Considérons par 
exemple l’équation extrêmement simple : 


x+expx=0 


Il wy a pas de formule connue (avec des sommes, des produits,... de fonctions usuelles) pour trouver 
la solution x. 

Dans ce chapitre nous allons voir que grâce à l’étude de la fonction f(x) = x +expx il est possible 
d'obtenir beaucoup d'informations sur la solution de l’équation x + expx = 0 et même de équation 
plus générale x +expx = y (où y ER est fixé). 


x+exp(x) 


Nous serons capable de prouver que pour chaque y € R l'équation «x+expx = y » admet une solution 
x; que cette solution est unique ; et nous saurons dire comment varie x en fonction de y. Le point 
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clé de tout cela est l’étude de la fonction f et en particulier de sa continuité. Même s’il n’est pas 
possible de trouver l’expression exacte de la solution x en fonction de y, nous allons mettre en 
place les outils théoriques qui permettent d’en trouver une solution approchée. 


1. Notions de fonction 


1.1. Définitions 


Définition 52 


Une fonction d'une variable réelle à valeurs réelles est une application f : U — R, où U est 
une partie de R. En général, U est un intervalle ou une réunion d’intervalles. On appelle U le 
domaine de définition de la fonction f. 


Exemple 87 


La fonction inverse : 
f:1-0c0,0[U1]0,+o0 — 


X —— 


YE gj 


1.2. Opérations sur les fonctions 


Soient f : U — R et g : U — R deux fonctions définies sur une même partie U de R. On peut alors 
définir les fonctions suivantes : 
— la somme de f et g est la fonction f + g : U —R définie par (f + g)(x) = f(x) + g(x) pour tout 
xEU ; 
— le produit de f et g est la fonction f x g :U — R définie par (f x g)(x) = f(x) x g(x) pour tout 
xEU ; 
— la multiplication par un scalaire À ER de f est la fonction 1-f : U —R définie par 
(2: f){x) = À: f(x) pour tout x EU. 
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1.3. Fonctions majorées, minorées, bornées 
Définition 53 


Soient f : U — R et g : U — R deux fonctions. Alors : 
—- fzgsiVxeU f(x) > g(x); 
- f>0siVxeU f(x)20; 
- f>0siVxeuU f(x)>0; 
— f est dite constante sur U si Jace R VxeU f(x)=a; 
— f est dite nulle sur U si VxeU f(x) =0. 


À 


FUrsrressesssres 


fu)p=-====== 


RE ------> 


Définition 54 


Soit f : U — R une fonction. On dit que : 
— f est majorée sur U si IM ER VxeU f(x) < M; 
— f est minorée sur U si m ER VxeU f(x)zm ; 


— f est bornée sur U si f est à la fois majorée et minorée sur U, c’est-à-dire si 1M € R Yx € 
U fœ <M. 
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1.4. Fonctions croissantes, décroissantes 


Définition 55 


Soit f : U — R une fonction. On dit que : 


— f est croissante sur U si|Vx,yEU x<y = FD < FO] 


- f est strictement croissante sur U si Vx,yEU x<y = f(x)<f(y) 

— f est décroissante sur U si Vx,yEU x<y = f(x)z f(y) 

— f est strictement décroissante sur U si Vx,yeU x<y = f(x)> f(y) 

— f est monotone (resp. strictement monotone) sur U si f est croissante ou décroissante 


(resp. strictement croissante ou strictement décroissante) sur U. 


Exemple 88 
: Š 5 [O, +oo[ — R ` í 
- La fonction racine carrée est strictement croissante. 
X =~ vx 
— Les fonctions exponentielle exp : R — R et logarithme In :10,+co[— R sont strictement 
croissantes. 
. R— R Caoa! PETE 
- La fonction valeur absolue west ni croissante, ni décroissante. Par contre, 
. [0,+oo[ — R . . 
la fonction est strictement croissante. 


1.5. Parité et périodicité 


Définition 56 


Soit Z un intervalle de R symétrique par rapport à 0 (c’est-à-dire de la forme ]-a,al ou [-a,al] 
ou R). Soit f : I — R une fonction définie sur cet intervalle. On dit que : 

— f est paire si Yx € I f(-x) = f(x), 

— f est impaire si Vxe I f(-x) = -f (x). 


Interprétation graphique : 
— f est paire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport à laxe des ordonnées. 
— f est impaire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport à l’origine. 
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RY 


RY 


Exemple 89 


- La fonction définie sur R par x — x?” (n € N) est paire. 
- La fonction définie sur R par x— x?”+1 (n € N) est impaire. 
— La fonction cos : R — R est paire. La fonction sin : R —> R est impaire. 


Yi 3 


Définition 57 
Soit f : R — R une fonction et T un nombre réel, T > 0. La fonction f est dite périodique de 


période T si VxeR f(x +T)= f(x). 


8e----- > 


Interprétation graphique : f est périodique de période T si et seulement si son graphe est 
invariant par la translation de vecteur Ti, où i est le premier vecteur de coordonnées. 


1152 | Limites et fonctions continues 


Exemple 90 


Les fonctions sinus et cosinus sont 27-périodiques. La fonction tangente est x-périodique. 


cosx 


Mini-exercices 


1. Soit U =]-00,0[ et f : U — R définie par f(x) = 1/x. f est-elle monotone? Et sur U = 
]0, +oof ? Et sur U =] - œ, 0[u 10, +ool ? 
. Pour deux fonctions paires que peut-on dire sur la parité de la somme? du produit ? 


et de la composée ? Et pour deux fonctions impaires? Et si l’une est paire et l’autre 
impaire ? 


. On note {x} = x- E(x) la partie fractionnaire de x. Tracer le graphe de la fonction x — {x} 
et montrer qu’elle est périodique. 


. Soit f : R — R la fonction définie par f(x) = T Montrer que |f| est majorée par à, 


étudier les variations de f (sans utiliser de dérivée) et tracer son graphe. 


. On considère la fonction g : R — R, g(x) = sin (zf (x)), où f est définie à la question 
précédente. Déduire de l’étude de f les variations, la parité, la périodicité de g et tracer 
son graphe. 


2. Limites 


2.1. Définitions 
Limite en un point 


Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle Z de R. Soit xo € R un point de I ou une 
extrémité de I. 
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Définition 58 


Soit Z € R. On dit que f a pour limite £ en xo si 


Ve>0 3ô>0 Vxel bol < 6 = Ifo = 21 < € ] 


On dit aussi que f(x) tend vers / lorsque x tend vers xo. On note alors lim f(x) = £ ou bien 
X0 
limf =£. 
xo 


Remarque 
— L'inégalité |x — xol < ô équivaut à x €lxo — ô, xo + ôl. L'inégalité |f(x) — 7| < € équivaut à 
f(x)ell -e,l+el. 
— On peut remplacer certaines inégalités strictes « < »par des inégalités larges « < » dans 
la définition : Ve>0 416>0 Vxel |x-xol <ô => [f(x)—-L|<Ee 
— Dans la définition de la limite 


Ve>0 20>0 Vxel |x-xol<ô = |f(x)-¥|<€ 


le quantificateur Yx € I n’est là que pour être sûr que l’on puisse parler de f(x). Il est 
souvent omis et l'existence de la limite s'écrit alors juste : 


ve>0 3ô>0 |x-xol <ô = |f(x)- l| <e. 


— N'oubliez pas que l’ordre des quantificateurs est important, on ne peut échanger le Ve 
avec le 26 : le ô dépend en général du €. Pour marquer cette dépendance on peut écrire : 
ve>0 6(€)> 0... 
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Exemple 91 


- lim vx = vxo pour tout xo > 0, 
—X0 
— la fonction partie entière E n’a pas de limite aux points xo € Z. 


419 yY 
o 
E(x) 
p 
| 
— 
vxo + [i 
| 
{| 1 
[i 
[i 
. + = 
0 0 1 x0E Z x 
7 


Définition 59 


— On dit que f a pour limite + en xo si 
VA>O0 3ô>0 Vxel |x-xol <ô => f(x) >A. 


On note alors lim f(x) = +oo. 
X—X0 


— On dit que f a pour limite - en xo si 
VA>O0 3ô>0 Vxel |x-xol <ô = f(x) < -A. 


On note alors lim f(x) = -co. 
X—X0 


Limite en l'infini 
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle de la forme I =]a,+ool. 
Définition 60 


— Soit € R. On dit que f a pour limite L en +c si 
Ve>0 3B>0 Vrxel x>B = ff(x)-Ll<e. 


On note alors lim f(x) = Z ou limf = £. 
X— +00 +00 
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— On dit que f a pour limite + en +00 si 
VA>0 3B>0 Yxeľ x>B => f(x)>A. 


On note alors lim f(x)= +00. 
L'un ee) 


On définit de la même manière la limite en - des fonctions définies sur les intervalles du type 


1-00, al. 


red 


RY 


Exemple 92 


On a les limites classiques suivantes pour tout n > 1 : 


+00 si n est pair 


—oœ si n est impair 


Exemple 93 


1 


Soit P(x) = anx"+an_1x"" 1+...+aix+ao avec an > 0 et Q(x) = bmx” +bm 1x +... + bix+bo 


avec bm > (0. 


+œ sin>m 
P(x) : 


An 
im —— =4 % 
x—+00 Q(x) 


Em Sin=m 


0 sin<m 


Limite à gauche et à droite 


Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme Ja,xolU]xo, b[. 
Définition 61 


— On appelle limite à droite en xo de f la limite de la fonction fo pr €P xo et on la note 
limf. 
x 


— On définit de même la limite à gauche en xo de f : la limite de la fonction f | Ja xol 22 0 


et on la note lim f. 
Xo 


— On note aussi limx—xo f(x) pour la limite à droite et limx—xo f (x) pour la limite à gauche. 
X>X0 X<XO 
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Dire que f : I — R admet une limite Z ER à droite en xọ signifie donc : 
Ve>0 3ô>0 xo<x<xo+0ô => [f(x)—-L|<e. 


Si la fonction f a une limite en xo, alors ses limites à gauche et à droite en x coïncident et valent 
limf. 

Xo 
Réciproquement, si f a une limite à gauche et une limite à droite en xoọ et si ces limites valent 
f(xo) (si f est bien définie en xọ) alors f admet une limite en xo. 


Exemple 94 


Considérons la fonction partie entière au point x = 2 : 
— comme pour tout x €]2,3[ on a E(x) = 2, on a lim E =2, 
— comme pour tout x € [1,2[ on a E(x)=1,ona lim£ = 1. 


Ces deux limites étant différentes, on en déduit que E n’a pas de limite en 2. 


1) 
E(x) 
gn 
limite à droite limg+ E ------ 4— 

[i 
[i 
limite à gauche limg- E +---- 
| 

LE — + > 

0 3 x 


2.2. Propriétés 


Proposition 66 


Si une fonction admet une limite, alors cette limite est unique. | 


On ne donne pas la démonstration de cette proposition, qui est très similaire à celle de l’unicité de 


la limite pour les suites (un raisonnement par l'absurde). 


Soient deux fonctions f et g. On suppose que x, est un réel, ou que xo = +00. 
Proposition 67 


Si limf =/eRetlimg = l’ € R, alors : 
4 lima- f) = 1€ pour tout À € R 
- limf +8)=/+/' 
_ NEA 
Xo 


1 
— si l #0, alors lim — = 
xo f 


1 
De plus, si lim f = +00 (ou —oo) alors lim = = 0. 
xo xo T 


Cette proposition se montre de manière similaire à la proposition analogue sur les limites de suites. 
Nous wallons donc pas donner la démonstration de tous les résultats. 
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Démonstration 


Montrons par exemple que si f tend en xo vers une limite Z non nulle, alors $ est bien définie dans un 


voisinage de xọ et tend vers 1, 
Supposons £ > 0, le cas £ < 0 se montrerait de la même manière. Montrons tout d’abord que $ est bien 
définie et est bornée dans un voisinage de x9 contenu dans I. Par hypothèse 


ve'>0 46>0 Vxel xo-ôő<x<xo+ő => L-e <f(x)<l+e. 


Si on choisit €’ tel que 0 < ¢' < 2/2, alors on voit qu’il existe un intervalle J = IN ]xọo — ô, xo + ô[ tel que 
pour tout x dans J, f(x) > £/2 > 0, c’est-à-dire, en posant M = £/2 : 


1 
Vxed 0< —— <M. 
i Tæ) 


Fixons à présent € > 0. Pour tout x € J, on a 
1 1| -fœ M 
5-3 = ERa — |2- f(x). 
fœ) Z f(x)£ £ 
Donc, si dans la définition précédente de la limite de f en xo on choisit £' = fe, alors on trouve qu'il 
existe un Ô > 0 tel que 


1 
4 


1 M M 
YxEJ xo-ô<x<xo+ő => = < 7 IZ- f (x)| < TEE 


Proposition 68 


Si limf = £ et limg = /', alors limg o f = Z’. 
xo 4 Xo 


Ce sont des propriétés que l’on utilise sans s’en apercevoir! 


Exemple 95 
Soit x — u(x) une fonction , xo € R tel que u(x) — 2 lorsque x — xo. Posons f(x) = 
v 1+ oA +ln u(x). Si elle existe, quelle est la limite de f en xo ? 


1 
u(x)? 
— De même comme u(x) — 2 alors dans un voisinage de xọ u(x) > 0 donc Inu(x) est bien 


Tout d’abord comme u(x) — 2 alors u(x)? — 4 donc — ł (lorsque x — xo). 


définie dans ce voisinage et de plus ln u(x) — ln 2 (lorsque x — xo). 


— Cela entraîne que 1+ zt +Inu(x) — 1+ 1 +ln2 lorsque x — x0. En particulier 1+ mL + 
Inu(x) > 0 dans un voisinage de xo donc f(x) est bien définie dans un voisinage de xo. 


- Et par composition avec la racine carrée alors f(x) a bien une limite en xo et 


lims—x f(x) = 1/1+2+In2. 


Il y a des situations où l’on ne peut rien dire sur les limites. Par exemple si lim,, f = + et 
lim,,£g = -c alors on ne peut a priori rien dire sur la limite de f + g (cela dépend vraiment de f 
et de g). On raccourci cela en +00- œ est une forme indéterminée. 
TE ; ag N: œ 0 
Voici une liste de formes indéterminées : +00 — 00; 0 x oo; — ; 0 : 1% : o0. 
CO 


Enfin voici une proposition très importante qui lie le comportement d’une limite avec les inégalités. 
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Proposition 69 


- Sif<getsilimf=/eRetlimg=/"'EeR, alors £ < /'. 
xo Xo 


- Si f < g et si lim f = +oọ, alors lim g = +oo. 
Xo Xo 
— Théorème des gendarmes 
Si f < g < AÅ et si lim f = lim A = £ € R, alors g a une limite en xo et limg = 
xo xo 0 


limye f = limye g = limy, h | - za- - g 


Mini-exercices 


2x?-x-2 


. Déterminer, si elle existe, la limite de en 0. Et en +00? 


8x2+2x+2 
cosx 9 


. Déterminer, si elle existe, la limite de sin ( 1) en +00. Et pour Jr 


x 


1 
2 
3. En utilisant la définition de la limite (avec des £), montrer que lim,_2(3x + 1) = 7. 
4 


. Montrer que si f admet une limite finie en x alors il existe ô > 0 tel que f soit bornée 
sur ]xo — ô, xo + Ôl. 


G 2_ 
. Et lim, TS 


Vi+x-vV1+x? 9 
x 3x+2 ` 


. Déterminer, si elle existe, lim:_.o 


3. Continuité en un point 


3.1. Définition 


Soit Z un intervalle de R et f : I — R une fonction. 
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Définition 62 


— On dit que f est continue en un point xo € I si 


Ve>0 726>0 Vxel bo < 6 = FE f(xo) <e f 


c’est-à-dire si f admet une limite en xo (cette limite vaut alors nécessairement f(xo)). 


— On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point de I. 


aY 


Intuitivement, une fonction est continue sur un intervalle, si on peut tracer son graphe « sans 
lever le crayon », c’est-à-dire si elle n’a pas de saut. 
Voici des fonctions qui ne sont pas continues en xo : 


49 gy 19 


8 
© 
RY 
8 
© 
RI 
x 
© 
RY 


Exemple 96 


Les fonctions suivantes sont continues : 

— une fonction constante sur un intervalle, 

- la fonction racine carrée x yx sur [0,+ool, 

— les fonctions sin et cos sur R, 

- la fonction valeur absolue x> |x| sur R, 

- la fonction exp sur R, 

— la fonction In sur ]0,+col. 
Par contre, la fonction partie entière E n’est pas continue aux points xọ € Z, puisqu'elle n’ad- 
met pas de limite en ces points. Pour xọ € R\ Z, elle est continue en x. 


3.2. Propriétés 


La continuité assure par exemple que si la fonction n’est pas nulle en un point (qui est une 
propriété ponctuelle) alors elle n’est pas nulle autour de ce point (propriété locale). Voici l'énoncé : 
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Lemme 7 


Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I et xọ un point de I. Si f est continue en 


xo et si f (xo) À 0, alors il existe ô > 0 tel que 


Vxelxo—-ô,xo+ôl f(x) 0 


Démonstration 


Supposons par exemple que f(xo) > 0, le cas f(xo) < 0 se montrerait de la même manière. Écrivons 
ainsi la définition de la continuité de f en xo : 


Ve>0 20>0 Vxel xelxo-ô,xo+ôl = f(xo)—e < f(x) < f(xo)+E. 
Il suffit donc de choisir € tel que 0 < e < f (xo). Il existe alors bien un intervalle J = IN ]xo — ô, xo + ôl tel 


que pour tout x dans J, on a f(x) > 0. 


La continuité se comporte bien avec les opérations élémentaires. Les propositions suivantes sont 
des conséquences immédiates des propositions analogues sur les limites. 


Proposition 70 


Soient f ,g : I — R deux fonctions continues en un point xo € I. Alors 
— À-f est continue en xo (pour tout À € R), 
— f +g est continue en xo, 
— f x g est continue en xọ, 


— si f(xo) À 0, alors > est continue en xo. 


Exemple 97 


La proposition précédente permet de vérifier que d’autres fonctions usuelles sont continues : 
— les fonctions puissance x > x” sur R (comme produit x x x x--.), 
— les polynômes sur R (somme et produit de fonctions puissance et de fonctions constantes), 
— les fractions rationnelles x Fe) sur tout intervalle où le polynôme Q(x) ne s’annule 


pas. 


La composition conserve la continuité (mais il faut faire attention en quels points les hypothèses 
s'appliquent). 
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Proposition 71 


Soient f : I — R et g : J — R deux fonctions telles que f (I)c J. Si f est continue en un point 
xo E I et si g est continue en f(xo), alors go f est continue en xo. 


3.3. Prolongement par continuité 


Définition 63 


Soit Z un intervalle, x, un point de I et f : I \ {xo} — R une fonction. 


— On dit que f est prolongeable par continuité en xo si f admet une limite finie en xo. 
Notons alors Z = lim f. 
xo 


- On définit alors la fonction f : I — R en posant pour tout x € I 


Oin £xo 


{ Si X = Xo. 


fx) = 


Alors f est continue en xo et on l’appelle le prolongement par continuité de f en xo. 


RY 


Dans la pratique, on continuera souvent à noter f à la place de f. 


Exemple 98 


Considérons la fonction f définie sur R* par f(x) = xsin (2). Voyons si f admet un prolonge- 
ment par continuité en 0? 

Comme pour tout x € R* on a |f(x)| < |x|, on en déduit que f tend vers 0 en 0. Elle est donc 
prolongeable par continuité en 0 et son prolongement est la fonction f définie sur R tout entier 
par : 

xsin(+) six#0 


0 si x = 0. 


3.4. Suites et continuité 
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Proposition 72 


Soit f : I — R une fonction et xo un point de 7. Alors : 


pour toute suite (un) qui converge vers xo 


f est continue en x <> 


la suite (f(u,)) converge vers f(xo) 


Démonstration 


= On suppose que f est continue en xo et que (un) est une suite qui converge vers xo et on veut 
montrer que (f(un)) converge vers f(xo). 
Soit € > 0. Comme f est continue en xo, il existe un ô > 0 tel que 


Vxel [x-xol <ô = [f(x)—f(xo)l < €. 
Pour ce ô, comme (un) converge vers xo, il existe N € N tel que 
VnEeN n>N = lu, -xol <ô. 


On en déduit que, pour tout n > N, comme |un — xol < ô, on a |f(un) — f(xo)l < € et donc (f(u,)) 
converge vers f(xo). 

<— On va montrer la contraposée : supposons que f n’est pas continue en xo et montrons qu'alors 
il existe une suite (u,) qui converge vers xo et telle que (f(u,)) ne converge pas vers f(xo). 
Par hypothèse, comme f n’est pas continue en xo : 


Jco>0 VO>0 2x5E€I telque |x5—xol < 6 et [f(x5) — f(xo)| > €. 


On construit la suite (un) de la façon suivante : pour tout n € N*, on choisit dans l’assertion 
précédente ô = 1/n et on obtient qu’il existe un (qui est x1») tel que 


1 
lun vol < = et |f(un)—f(xo)l > €o. 


La suite (un) converge vers xo alors que la suite (f(u,)) ne peut pas converger vers f(xo). 


Remarque 


On retiendra surtout l'implication : si f est continue sur I et si (un) est une suite convergente 
de limite #, alors (f(u,)) converge vers f(£). On l’utilisera intensivement pour l’étude des 
suites récurrentes un+1 = f (un) : si f est continue et u, > Z, alors f(£) = Z. 


Mini-exercices 


1. Déterminer le domaine de définition et de continuité des fonctions suivantes : f(x) = 
L/sinx, g(x) = 1/4/x+ 4, h(x) = ln(x? +x- 1). 

2. Trouver les couples (a,b) € RÊ tels que la fonction f définie sur R par f(x) = ax +b si 
x <0 et f(x) = exp(x) si x > 0 soit continue sur R. Et si on avait f(x) = -® +b pour x< 0? 

3. Soit f une fonction continue telle que f (xo) = 1. Montrer qu’il existe ô > 0 tel que : pour 
tout x Elxo —Ô,xo+ôT f(x) > 1. 

4. Étudier la continuité de f :R— R définie par : f(x) = sin(x) cos (À) si x Z 0 et f(0) = 0. Et 
pour g(x) = xE (x) ? 
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5. La fonction définie par f(x) = es admet-elle un prolongement par continuité en —2? 


6. Soit la suite définie par uo > 0 et un+1 = un. Montrer que (un) admet une limite Z € R 


lorsque n — +oo. À l’aide de la fonction f(x) = x calculer cette limite. 


4. Continuité sur un intervalle 
4.1. Le théorème des valeurs intermédiaires 


Théorème 24. Théorème des valeurs intermédiaires 


Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment. 


Pour tout réel y compris entre f(a) et f(b), il existe c € [a,b] tel que f(c) = y. 


ay 
f@) e 
ká a et 
fhasssseicosescssse l- 
f(a) | 
E faje 
à + 


Démonstration 


Montrons le théorème dans le cas où f(a) < f(b). On considère alors un réel y tel que f(a) < y < f(b) et 
on veut montrer qu’il a un antécédent par f. 


1. On introduit l’ensemble suivant 
A= fx c [a,b] | f(x) < y}. 


Tout d’abord l’ensemble A est non vide (car a € A) et il est majoré (car il est contenu dans [a,b]) : 
il admet donc une borne supérieure, que l’on note c = sup A. Montrons que f(c) = y. 


NOA 


f(b) 


f(a) 


RY 


A c = sup(A) 


2. Montrons tout d’abord que f(c) < y. Comme c = sup A, il existe une suite (un)nen contenue dans 
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A telle que (un) converge vers c. D’une part, pour tout n € N, comme un € À, on a f(un) < y. 
D’autre part, comme f est continue en c, la suite (f (un)) converge vers f(c). On en déduit donc, 
par passage à la limite, que f(c) < y. 


3. Montrons à présent que f(c) > y. Remarquons tout d’abord que si c = b, alors on a fini, puisque 
f(b) > y. Sinon, pour tout x ele, b], comme x ¢ A, on a f(x) > y. Or, étant donné que f est continue 
en c, f admet une limite à droite en c, qui vaut f(c) et on obtient f(c) > y. 


4.2. Applications du théorème des valeurs intermédiaires 


Voici la version la plus utilisée du théorème des valeurs intermédiaires. 


Corollaire 11 


Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment. 


Si f(a)- f(b) < 0, alors il existe c eJa, b[ tel que f(c) = 0. 


fb)>0 


RY 


f(a)<0 


Démonstration 


Il s’agit d’une application directe du théorème des valeurs intermédiaires avec y = 0. L'hypothèse 
f(a)- f(b) < 0 signifiant que f(a) et f(b) sont de signes contraires. 


Exemple 99 


Tout polynôme de degré impair possède au moins une racine réelle. 


y 
ji x= P(x) 


RT 


En effet, un tel polynôme s'écrit P(x) =anx” +---+aıx+aọ avec n un entier impair. On peut 
supposer que le coefficient a, est strictement positif. Alors on a lim P = — et lim P = +00. 
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En particulier, il existe deux réels a et b tels que f(a) < 0 et f(b) > 0 et on conclut grâce au 


corollaire précédent. 


Corollaire 12 


Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle 7. Alors f (I) est un intervalle. j 


Attention ! Il serait faux de croire que l’image par une fonction f de l’intervalle [a,b] soit l'intervalle 


[f (a), fb). 


fla, bI) 
f(a) 


Démonstration 


Soient y1, y2 € f (I), y1 < y2. Montrons que si y € [y1, y2], alors y € f (I). Par hypothèse, il existe x1, x2 € I 
tels que y1 = f (x1), y2 = f (x2) et donc y est compris entre f (x1) et f (x2). D’après le théorème des valeurs 
intermédiaires, comme f est continue, il existe donc x € I tel que y = f(x), et ainsi y € f(D). 


4.3. Fonctions continues sur un segment 


Théorème 25 


Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment. Alors il existe deux réels m et M tels 
que f (la,b])=[m,M]. Autrement dit, l’image d’un segment par une fonction continue est un 
segment. 


Comme on sait déjà par le théorème des valeurs intermédiaires que f([a,b]) est un intervalle, le 


théorème précédent signifie exactement que 


Si f est continue sur [a,b] alors f est bornée sur [a,b] et elle atteint ses bornes. i 
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Donc m est le minimum de la fonction sur l'intervalle [a,b] alors que M est le maximum. 


[[Preuve : à écrire]] 


Mini-exercices 


1. Soient P(x) = x° — 3x — 2 et f(x) = x2* — 1 deux fonctions définies sur R. Montrer que 


ľéquation P(x) = 0 a au moins une racine dans [1,2]; équation f(x) = 0 a au moins une 
racine dans [0,1]; équation P(x) = f(x) a au moins une racine dans ]0, 21. 

. Montrer qu’il existe x > 0 tel que 2* + 3% = 7”. 

. Dessiner le graphe d’une fonction continue f : R — R tel que f(R) = [0,1]. Puis f(R) = 
10, 1[; FR) = [0,1[; F(R) =]- co, 11, F(R) =] - œo, 1[. 

. Soient f,g : [0,1] — R deux fonctions continues. Quelles fonctions suivantes sont à coup 
sûr bornées : f +g, f x g, fle? 

. Soient f et g deux fonctions continues sur [0, 1] telles que Yx € [0,1] f(x) < g(x). Montrer 
qu'il existe m > 0 tel que Vx € [0,1] f(x)+m < g(x). Ce résultat est-il vrai si on remplace 
[0, 1] par R? 


5. Fonctions monotones et bijections 


5.1. Rappels : injection, surjection, bijection 


Dans cette section nous rappelons le matériel nécessaire concernant les applications bijectives. 
Définition 64 


Soit f : E — F une fonction, où E et F sont des parties de R. 
- f est injective si Yx,x'€ E f(x)= f(x) = x=x'; 
— f est surjective si VyeF 3xeE y=f(x); 
— f est bijective si f est à la fois injective et surjective, c’est-à-dire si VyeF JlxEeE y= 


f(x). 


Proposition 73 


Si f : E — F est une fonction bijective alors il existe une unique application g : F — E telle 


que gof =idg et fog=idr La fonction g est la bijection réciproque de f et se note f~t. 
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Remarque 


— On rappelle que l'identité, idg : E — E est simplement définie par x x. 

- gof =idg se reformule ainsi: VxeE g(f(x)) =x. 

- Alors que f og =idp s'écrit: VyeF f(g(y))=. 

- Dans un repère orthonormé les graphes des fonctions f et f7! sont symétriques par 


rapport à la première bissectrice. 


RY 


5.2. Fonctions monotones et bijections 


Voici un résultat important qui permet ďd’obtenir des fonctions bijectives. 
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Théorème 26. Théorème de la bijection 


Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R. Si f est continue et strictement 


monotone sur I, alors 


1. f établit une bijection de l'intervalle Z dans l'intervalle image J = f (I), 


2. la fonction réciproque f7! : J — I est continue et strictement monotone sur J et elle a 


le même sens de variation que f. 


En pratique, si on veut appliquer ce théorème à une fonction continue f : I — R, on découpe 
l'intervalle Z en sous-intervalles sur lesquels la fonction f est strictement monotone. 


Exemple 100 


Considérons la fonction carrée définie sur R par f(x) = x?. La fonction f n’est pas strictement 
monotone sur R, d’ailleurs, on voit bien qu’elle n’est pas injective. Cependant, en restreignant 
son ensemble de définition à ]— 20,0] d’une part et à [0,+oco[ d’autre part, on définit deux 
fonctions strictement monotones (les ensembles de départ sont différents) : 


x— x? x— x? 


Da a e 


On remarque que f(]-00,01]) = f([0,+oof) = [0,+ocol. D’après le théorème précédent, les fonc- 
tions f1 et f2 sont des bijections. Déterminons leurs fonctions réciproques fī L':[0,+oo[— 
]- 00, 0] et fa :[0,+oco[— [0, +o0[. Soient deux réels x et y tels que y > 0. Alors 


=f@ 8 y=x 
ex= yy ou x=-/7, 
c'est-à-dire y admet deux antécédents, l’un dans [0,+o0[ et l’autre dans ] -c,0]. Et donc 


fi (y) =-yy et f3 (y) = yy. On retrouve bien que chacune des deux fonctions f1 et f2 a le 
même sens de variation que sa réciproque. 
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On remarque que la courbe totale en pointillée (à la fois la partie bleue et la verte), qui est 
l’image du graphe de f par la symétrie par rapport à la première bissectrice, ne peut pas être 
le graphe d’une fonction : c’est une autre manière de voir que f n’est pas bijective. 


Généralisons l'exemple précédent. 
Exemple 101 


Soit n > 1. Soit f :[0,+oo[— [0,+cof définie par f(x) = x”. Alors f est continue et strictement 
croissante. Comme lim:, f = +00 alors f est une bijection. Sa bijection réciproque f-! est no- 
tée : x xn (ou aussi x {/x) : c’est la fonction racine n-ième. Elle est continue et strictement 
croissante. 


5.3. Démonstration 
On établit d’abord un lemme utile à la démonstration du théorème précédent. 
Lemme 8 


Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle J de R. Si f est strictement monotone sur 


I, alors f est injective sur 1. 


Démonstration 


Soient x,x’ € I tels que f(x) = f(x’). Montrons que x = x’. Si on avait x < x’, alors on aurait nécessaire- 
ment f(x) < f(x!) ou f(x) > f(x"), suivant que f est strictement croissante, ou strictement décroissante. 
Comme c’est impossible, on en déduit que x > x’. En échangeant les rôles de x et de x’, on montre de 
même que x < x’. On en conclut que x = x’ et donc que f est injective. 


Démonstration Démonstration du théorème 


1. D’après le lemme précédent, f est injective sur I. En restreignant son ensemble d’arrivée à son 
image J = f (I), on obtient que f établit une bijection de I dans J. Comme f est continue, par le 
théorème des valeurs intermédiaires, l’ensemble J est un intervalle. 


2. Supposons pour fixer les idées que f est strictement croissante. 


(a) Montrons que f~t est strictement croissante sur J. Soient y, y! € J tels que y < y’. Notons 
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x=f U{yeletx =f"(y')elI. Alors y= f(x), y'= f(x!) et donc 


y<y => f(x) < f(x) 
=> x<x! (car f est strictement croissante) 


nt) et), 


c’est-à-dire f71 est strictement croissante sur J. 


(b) Montrons que f~t est continue sur J. On se limite au cas où I est de la forme Ja, bl, les autres 
cas se montrent de la même manière. Soit yo € J. On note xo = f7 }(yo) € I. Soit £ > 0. On peut 


toujours supposer que [xo —€,xo +E]c I. On cherche un réel ô > 0 tel que pour tout y € J on ait 


=“ 


yo-ô<y<yo+tő = fyo) -e< f y <f7 yo)+e 
c’est-à-dire tel que pour tout x € I on ait 
yo-ô< flx)< yo+ => fyo) -e< x< fyo) +E. 
Or, comme f est strictement croissante, on a pour tout x € I 


f(xo— €) < f(x) < f(xo +£) = xo- E <x < xo +E 


=> f Uy)-e<x<f {yo)+e. 
Comme f (xo — €) < yo < f (xo + €), on peut choisir le réel ô > 0 tel que 
fto—-Ee)<yo—-8 et f(xo+e)>yo+ô 
et on a bien alors pour tout x € I 


yo — 8 < f(x) < yo+ => f(xo —E) < f(x) < f(xo +£) 


=> Fiy) -eE <x< F7 Go)+ €. 


La fonction f~t est donc continue sur J. 


Mini-exercices 
1. Montrer que chacune des hypothèses « continue » et « strictement monotone » est néces- 
saire dans l’énoncé du théorème. 


. Soit f : R — R définie par f(x) = x? +x. Montrer que f est bijective, tracer le graphe de f 
et de f~t. 


. Soit n > 1. Montrer que f (x)= 1+x+x?+---+x” définit une bijection de l'intervalle [0, 1] 
vers un intervalle à préciser. 


. Existe-t-il une fonction continue : f : [0, 1[—]0, 1[ qui soit bijective? f : [0,1[—1]0, 1[ qui 
soit injective? f :]10,1[— [0, 1] qui soit surjective ? 

. Pour y € R on considère l'équation x +expx = y. Montrer qu'il existe une unique solution 
y. Comment varie y en fonction de x? Comme varie x en fonction de y? 
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Auteurs : Arnaud Bodin, Niels Borne, Laura Desideri 
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Limites et fonctions continues 


10 Fonctions usuelles 


1 Logarithme et exponentielle 
2 Fonctions circulaires inverses 
3 Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses 


Vidéo M partie 1. Logarithme et exponentielle 

Vidéo M partie 2. Fonctions circulaires inverses 

Vidéo M partie 3. Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses 

Exercices ¢ Fonctions circulaires et hyperboliques inverses 

Vous connaissez déjà des fonctions classiques : exp, In, cos, sin, tan. Dans ce chapitre il s’agit d’ajou- 
ter à notre catalogue de nouvelles fonctions : ch,sh, th, arccos, arcsin, arctan, argch,argsh, argth. 
Ces fonctions apparaissent naturellement dans la résolution de problèmes simples, en particulier 
issus de la physique. Par exemple lorsqu'un fil est suspendu entre deux poteaux (ou un collier tenu 
entre deux mains) alors la courbe dessinée est une chaînette dont l’équation fait intervenir le 
cosinus hyperbolique et un paramètre a (qui dépend de la longueur du fil et de l’écartement des 
poteaux) : 


y =ach(Ž) 


1. Logarithme et exponentielle 
1.1. Logarithme 


Proposition 74 


Il existe une unique fonction, notée In :]0,+co[— R telle que : 


1 
In'(x) = = (pour tout x > 0) et In(1) = 0. 


De plus cette fonction vérifie (pour tout a,b > 0): 
1. In(axb)=Ina+Inb, 
2. In(1)=-Ina, 


3. In(a”)=nlna, (pour tout n € N) 
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4. ln est une fonction continue, strictement croissante et définit une bijection de ]0,+ool 


sur R, 


5. lim, 209 2], 


. la fonction In est concave et lnx < x — 1 (pour tout x > 0). 
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Remarque 


lnx s’appelle le logarithme naturel ou aussi logarithme néperien. Il est caractérisé par 
In(e) = 1. On définit le logarithme en base a par 

In(x) 

In(a) 


log, (x) = 


De sorte que log, (a) = 1. 
Pour a = 10 on obtient le logarithme décimal logo qui vérifie log10(10) = 1 (et donc 


l0g19(10”) = n). Dans la pratique on utilise l’équivalence : |x=10 = y = logo] En 


informatique intervient aussi le logarithme en base 2 : loga(2”) =n. 


Démonstration 


L'existence et l’unicité viennent de la théorie de l’intégrale : In(x) = fT ldt. Passons aux propriétés. 


1. Posons f(x) = In(xy) — ln(x) où y > 0 est fixé. Alors f'(x) = yln'(xy)-— ln'(x) = z — 1 = 0. Donc 
x f(x) a une dérivée nulle, donc est constante et vaut f (1) = In(y) — In(1) = In(y). Donc In(xy) — 
ln(x) = In(y). 


2. Dune part In(a x 1) =]na+ln L, mais d'autre part In(a x 1) = In(1) = 0. Donc Ina + Inż =0. 
3. Similaire ou récurrence. 


4. ln est dérivable donc continue, ln'(x) = 1 > 0 donc la fonction est strictement croissante. Comme 
In(2) > In(1) = 0 alors In(2”) = nln(2) — +c (lorsque n — +00). Donc lim; lnx = +00. De lnx = 
-Ini on déduit lim,_,plnx = -co. Par le théorème sur les fonctions continues et strictement 
croissantes, In :10,+co[— R est une bijection. 


5. lim, est la dérivée de In au point xo = 1, donc cette limite existe et vaut In’(1) = 1. 


6. In’(x) = 1 est décroissante, donc la fonction In est concave. Posons f(x) =x- 1-lnx; f(x) =1-— 1. 
Par une étude de fonction f atteint son maximum en xo = 1. Donc f(x) > f(1) = 0. Donc lnx < x-1. 


1.2. Exponentielle 
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Définition 65 


La bijection réciproque de In :]0,+c[— R s'appelle la fonction exponentielle, notée exp : R — 
10,+ocol. 


17 expx 


CE ----------7 


RY 


Pour x €R on note aussi e” pour expx. 
Proposition 75 


La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes : 


— | exp(ln x) = x pour tout x > 0 | et |In(expx) = x pour tout x € R | 


exp(a + b) = exp(a) x exp(b) 


exp(nx) = (exp x)” 
exp : R —]0, +col est une fonction continue, strictement croissante vérifiant lim,__,expx 


0 et lim, exp = +00. 


La fonction exponentielle est dérivable et exp' x = exp x, pour tout x € R. Elle est convexe 


et expx>1+x 


Remarque 


La fonction exponentielle est l’unique fonction qui vérifie exp/(x) = exp(x) (pour tout x € R) et 
exp(1) =e. Où e = 2,718... est le nombre qui vérifie lne = 1. 


Démonstration 


Ce sont les propriétés du logarithme retranscrites pour sa bijection réciproque. 
Par exemple pour la dérivée : on part de légalité In(expx) = x que l’on dérive. Cela donne exp'(x) x 


In’(expx) = 1 donc exp'(x) x ET = 1 et ainsi exp'(x) = expx. 


1.3. Puissance et comparaison 


Par définition, pour a >O et bER, 


a? =exp(blna) 
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Remarque 


- Va=a 


Va = an =exp(ilna) (la racine n-ième de a) 


Ia NIH 


=exp(ilna) 


On note aussi expx par e” ce qui se justifie par le calcul : e” = exp{xlne) = exp(x). 


Les fonctions x— a” s’appellent aussi des fonctions exponentielles et se ramènent sys- 


tématiquement à la fonction exponentielle classique par légalité a” = exp(xina). Il ne 
faut surtout pas les confondre avec les fonctions puissances x x‘. 


Comparons les fonctions Inx, expx avec x : 


Proposition 76 


Inx 


yY 


Démonstration 
1. On a vu lnx < x- 1 (pour tout x > 0). Donc lnx < x donc ny < 1. Cela donne 
In Ve 
o< ME - _omvx _,nvx 1 f: 2 
a a A a 
Cette double inégalité entraîne lim; ma =0:; 


2. On a vu expx > 1+ x (pour tout x € R). Donc expx — +oo (lorsque x — +00). 


x _In(expx) lnu 


expx expx u 


lorsque x — +00 alors u = expx — +co et donc par le premier point mu — 0. Donc D = —0et 
expx 
X 


reste positive, ainsi lim; = +00. 
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Mini-exercices 


. Montrer que In(1+e*)=x+1In(1+e *), pour tout x € R. 


. Étudier la fonction f(x) = ln(x? + 1)—In(x) — 1. Tracer son graphe. Résoudre l'équation 
(f(x) = 0). Idem avec g(x) = tng, Idem avec A(x) = x*. 


. Expliquer comment log;, permet de calculer le nombre de chiffres d’un entier n. 


. Montrer In(1+x) > x- = pour x > 0 (faire une étude de fonction). Idem avec e” > 1+x+ > 
pour tout x > 0. 
. Calculer la limite de la suite définie par un = (1+ 1)” lorsque n — +oco. Idem avec 


J” et Wn=nr. 


2. Fonctions circulaires inverses 


2.1. Arccosinus 


Considérons la fonction cosinus cos : R — [-1, 1], x— cosx. Pour obtenir une bijection à partir de 
cette fonction, il faut considérer la restriction de cosinus à l'intervalle [0, x]. Sur cet intervalle la 


fonction cosinus est continue et strictement décroissante, donc la restriction 
cos, : [0, x] — [-1, 1] 
est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction arccosinus : 


arccos: [-1, 1] — [0,7] 


arccos x 
--- + 


On a donc, par définition de la bijection réciproque : 


cos{arccos(x))=x Vxel[-1,1] 
arccos (cos(x)) =x Yx e [0,7] 


Autrement dit : 


Si xe[0, 7] cos(x) = y > x = arccos y 


Terminons avec la dérivée de arccos : 


arccos'(x) = Vxe]-1,1[ 
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Démonstration 


On démarre de légalité cos(arccos x) = x que l’on dérive : 


cos(arccos x) = x 


= — arccos/(x) x sin(arccos x) = 1 


—1 

= arccos (r)= ———  —- 

sin(arccos x) 

—1 

= arccos/(x) = (+) 

/1- cos2(arccos x) 

—1 

= arccos/(x) = 

V1-x2 


Le point crucial (+) se justifie ainsi : on démarre de légalité cos? y + sin? y = 1, en substituant 
y = arccosx on obtient cos?(arccosx) + sin?(arccosx) = 1 donc x? + sin?(arccosx) = 1. On en déduit : 
sin(arccos x) = +V1-—x2 (avec le signe + car arccos x € [0,x]). 


2.2. Arcsinus 


La restriction 
x . TT TT 
sinj: [ 2? 2] [ 1,1] 


est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction arcsinus : 


m T 
in :[—1,1] — ,+ 
arcsin: [ ]->I[ s zl 


T š 
2 arcsın x 
-6 


sin (arcsin(x))=x Vxel-1,1] 
arcsin (sin(x)) =x VxEe [-3, +3] 


Si wel-2,+ sin(x) = y 4> x = arcsin y 


1 
arcsin'(x) = —— vxe]-1,1[ 


vl-x2 


2.3. Arctangente 


La restriction 
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est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction arctangente : 


el | 
arctan :R—]-—,+- 
2” 2 


Yi tanx 
l l 
l l 
l l 
l l 
I i 
I i 
I l 
I i 
I l 
j1 l 
l l 
l l 
‘ I I 
l l 
f T | x 
k 
z) 3x | 
2, 2: 
[i i 
l l 
l l 
l l 
l l 
l l 
l l 
I i 
I i 
I $ 
I i 
I i 
l l 
245 
2 
m ————— arctanx 
0 x 
La 
SR 
2 


tan(arctan(x))=x VxeR 
arctan (tan(x)) =x Vxel-35,+2[ 


Si xel-5,+5 tan(x) = y = x = arctan y 


1 
arctan'(x) = T VxeR 


x2 


Mini-exercices 


1 v2 VER Idem pour arctan en 0, 1, v3 


. Calculer les valeurs de arccos et arcsin en 0, 1, 5, 5 +- 


2g 
et 7" 


. Calculer arccos(cos w), Idem avec arcsin(sin T) et arctan(tan 77) (attention aux inter- 
valles!) 


3. Calculer cos(arctan x), cos(arcsin x), tan(arcsin x). 


X 


=) En déduire que f(x) = arcsinx, pour tout 


. Calculer la dérivée de f(x) = arctan | 
xe]l-1,il. 


. Montrer que arccosx + arcsinx = %, pour tout x € [—1,1]. 
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3. Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses 


3.1. Cosinus hyperbolique et son inverse 


Pour x €R, le cosinus hyperbolique est : 


e*+e * 
2 


chx = 


La restriction ch} :[0,+oo[— [1,+oo est une bijection. Sa bijection réciproque est argch :[1,+oo[— 
[0, +ool. 


x? 


chx 


shx 


AY 
argshx 


argchx 


xY 


aY 


3.2. Sinus hyperbolique et son inverse 


Pour x €R, le sinus hyperbolique est : 


sh : R > R est une fonction continue, dérivable, strictement croissante vérifiant lim,_,_,,shx = —00 


et lim,;_,,shx= +00, c’est donc une bijection. Sa bijection réciproque est argsh : R > R. 
Proposition 77 


ch?x-sh?2x=1. 
ch'x = shx, sh' x = chx. 


argsh : R — R est strictement croissante et continue. 
1 
x2+1° 


argsh est dérivable et argsh’x = 
argshx = In (x + Vx?+1). 
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Démonstration 


- ch?x- sh? x = 1ce" +e *)-(e*-e *}]= Lfe? +2+e7?*)- (e? —2+e7?)] =1. 

- £ (chx) = £ earen = Ae =shx. Idem pour la dérivée de shx. 

— Car c’est la réciproque de sh. 

- Comme la fonction x > sh'x ne s’annule pas sur R alors la fonction argsh est dérivable sur R. On 


calcule la dérivée par dérivation de légalité sh(argsh x) = x : 


1 1 1 
ch(argshx) V/sh?(argshx) +1 Vx?+1 


argsh' x = 


- Notons f(x) =1n (x+ vx? +1) alors 


1+ -= 
f'(x) = Vx2+1 2 1 
x+Va2+1 vx?+1 
Comme de plus f(0) = In(1) = 0 et argsh0 = 0 (car sh0 = 0), on en déduit que pour tout x € R, 
f(x) = argsh x. 


= argsh' x 


3.3. Tangente hyperbolique et son inverse 


Par définition la tangente hyperbolique est : 


La fonction th :R —>]-— 1, 1[ est une bijection, on note argth :]-— 1, 1[— R sa bijection réciproque. 
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argthx 


3.4. Trigonométrie hyperbolique 


ch?x-sh2x=1 
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ch(a+b)=cha:chb+sha:shb 
ch(2a) = ch?a + sh? a = 2 ch?a — 1 = 1+2sh?a 


sh(a+b)=sha:chb+shb:cha 
sh(2a) =2sha-cha 


tha +thb 


G ne 


argch'x = 


1 
Vx2-1 
1 


argsh'x = 


n 


x2 + 


1 
argth'x = i 


z (xi<1) 


argchx =ln(x+vx?-1) (x> 1) 
argshx=In(x+vVx2+1) (eR) 


l+x 
1-x 


1 
argthx= 1n] | (-1<x<1) 


Mini-exercices 


1. Dessiner les courbes paramétrées t — (cost,siné) et t — (ché,sht). Pourquoi cos et sin 
s'appellent des fonctions trigonométriques circulaires alors que ch et sh sont des fonc- 
tions trigonométriques hyperboliques ? 


ei*+eTix 
2 


. Prouver par le calcul la formule ch(a + b) =... En utilisant que cosx = retrouver 


la formule pour cos(a + b). 
. Résoudre l’équation shx = 3. 
. Montrer que Le =thx. 


5. Calculer les dérivées des fonctions définies par : th(1 + x?), In(chx), argch(expx), 
argth(cos x). 
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11 Dérivée d’une fonction 


1 Dérivée 

2 Calcul des dérivées 

3 Extremum local, théorème de Rolle 
4 Théorème des accroissements finis 


Vidéo M partie 1. Définition 

Vidéo M partie 2. Calculs 

Vidéo M partie 3. Extremum local, théorème de Rolle 
Vidéo M partie 4. Théorème des accroissements finis 


Exercices @ Fonctions dérivables 


Motivation 


Nous souhaitons calculer 1,01 ou du moins en trouver une valeur approchée. Comme 1,01 est 
proche de 1 et que V1 = 1 on se doute bien que 1,01 sera proche de 1. Peut-on être plus précis ? 
Si l’on appelle f la fonction définie par f(x) = yx, alors la fonction f est une fonction continue en 
xo = 1. La continuité nous affirme que pour x suffisamment proche de xo, f(x) est proche de f(xo). 
Cela revient à dire que pour x au voisinage de xo on approche f(x) par la constante f (xo). 


ay 
_ 1 
y=(x-1)5+1 
y=vx 
= 
1 Y 
e >» 
0 1 x 


Nous pouvons faire mieux qu’approcher notre fonction par une droite horizontale ! Essayons avec 
une droite quelconque. Quelle droite se rapproche le plus du graphe de f autour de x0 ? Elle doit 
passer par le point (xo, f (xo)) et doit «coller» le plus possible au graphe : c’est la tangente au graphe 
en xo. Une équation de la tangente est 


y= (x xo)f (xo) + f (xo) 


où f'(xo) désigne le nombre dérivé de f en xo. 
On sait que pour f(x) = vx, on a f'(x) = aa Une équation de la tangente en x9 = 1 est donc 


y=(x— 1)4 +1. Et donc pour x proche de 1 on a f(x) = (x — 1)4 +1. Quest ce que cela donne 
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pour notre calcul de 1,01? On pose x = 1,01 donc f(x) = 1 + Lx 1) = L 1,005. Et c’est 
effectivement une très bonne de approximation de 40,01 = 1,00498.... En posant h = x— 1 on peut 
reformuler notre approximation en : Vl+h = 1+ ih qui est valable pour h proche de 0. 

Dans ce chapitre nous allons donc définir ce qu’est la dérivée d’une fonction, et établir les formules 
des dérivées des fonctions usuelles. Enfin, pour connaître l’erreur des approximations, il nous 
faudra travailler beaucoup plus afin d'obtenir le théorème des accroissements finis. 


1. Dérivée 


1.1. Dérivée en un point 


Soit Z un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction. Soit xo € I. 


Définition 66 


f est dérivable en xo si le taux d’accroissement fie a une limite finie lorsque x tend 
vers xo. La limite s’appelle alors le nombre dérivé de f en xo et est noté f'(xo). Ainsi 


x>xo  X—XQ 


Définition 67 


f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point xọ € I. La fonction x f'(x) est la 


fonction dérivée de f, elle se note f’ ou n 


Exemple 102 


La fonction définie par f(x) = x? est dérivable en tout point xo € R. En effet : 


FR) Fo) _ x” -x0 _ x- xox+so) | 
x— xo E x— xo xX — Xo 


X+ #0 mo 2%0- 


On a même montré que le nombre dérivé de f en xo est 2x0, autrement dit : f'(x) = 2x. 


Exemple 103 


Montrons que la dérivée de f(x) = sin x est f'(x) = cosx. Nous allons utiliser les deux assertions 


suivantes : ; 

sin x | . . P—gq p+ 1 
— 1] et sin p - sinq =2sin + COS — 

x x—0 2 2 


Remarquons déjà que la première assertion prouve f o- f w sinz > 1 et donc f est dérivable 
en xo =0 et f'(0)=1 
Pour xo quelconque on écrit : 


f(x) f(xo) sinx-sinxo sin" x+X0 
= = -cos 


x— xo x — xo 


— X—X0 
autre part en posant u = — 


et on a 24 — 1. Ainsi Toreo — cos xo et donc f'(x) = cosx. 
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1.2. Tangente 


f(x)-f (x0) 
_ x=xo `’ 
À la limite on trouve que le coefficient directeur de la tangente est f'(xo). Une équation de la 


La droite qui passe par les points distincts (xo, f (xo)) et (x, f (x)) a pour coefficient directeur 


tangente au point (xo, f(xo)) est donc : 


y =(x— xo)f' (xo) + f (xo) | 


1.3. Autres écritures de la dérivée 
Voici deux autres formulations de la dérivabilité de f en xo. 
Proposition 78 
xo+h)— f(x 
— f est dérivable en x si et seulement si e ee existe et est finie. 


— f est dérivable en xo si et seulement s’il existe / € R (qui sera f'(xo)) et une fonction 
€: I — R telle que e(x) M 0 avec 
X0 


f(x) = f(xo)+ (x — x0)£ + (x — xo)e(x). 


Démonstration 


Il s’agit juste de reformuler la définition de f'(xo). Par exemple, après division par x-— xo, la deuxième 
écriture devient 


f(x) — f(xo) 


x— xo 


= {+ elx). 


Proposition 79 


Soit Z un intervalle ouvert, xo € I et soit f : I — R une fonction. 
— Si f est dérivable en x9 alors f est continue en xo. 


— Si f est dérivable sur I alors f est continue sur 1. 
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Démonstration 


Supposons f dérivable en xo et montrons qu’elle est aussi continue en ce point. 
Voici une démonstration concise : partant de l'écriture alternative donnée dans la proposition 78, nous 
écrivons 


f(x) = f (xo) + (x — xo)l + (x — xo)e(x). 
m 
—0 —0 
Donc f(x) — f (xo) lorsque x — xo et ainsi f est continue en xo. 
On reprend cette démonstration sans utiliser les limites mais uniquement la définition de continuité 
et dérivabilité : 
Fixons €’ > 0 et écrivons f(x) = f{xo)+(x—x0){ +(x—xo)e(x) grâce à la proposition 78, où e(x) ARS 0 et 
X0 
l = f'(xo). Choisissons ô > 0 de sorte qu’il vérifie tous les points suivants : 
- Ô<1 
— |l] <e’ 
-— si |x- xọo| < 6 alors |e(x)| < €! (c’est possible car e(x) — 0) 
Alors l'égalité ci-dessus devient : 


|F @)- f (xo)| = | — x0) + (x — xo)e(x)| 
< |x — xol -|Z| + |x — xol: le(x)| 
<ôl£| + 6€! pour |x—xo| < ô 


ze re =2g 


Nous venons de prouver que si |x — xo| < ô alors | fœ) -f (xo)| < 2e, ce qui exprime exactement que f 
est continue en xo. 


Remarque 


La réciproque est fausse : par exemple, la fonction valeur absolue est continue en 0 mais 
n’est pas dérivable en 0. 


roi 
y= |x|] 


En effet, le taux d’accroissement de f(x) = |x| en xo = 0 vérifie : 


fœ- FCO) _ Ixl +1 six>0 


x—0 x —1 six<0 


Il y a bien une limite à droite (qui vaut +1), une limite à gauche (qui vaut —-1) mais elles ne 
sont pas égales : il n’y a pas de limite en 0. Ainsi f n’est pas dérivable en x = 0. 

Cela se lit aussi sur le dessin il y a une demi-tangente à droite, une demi-tangente à gauche 
mais elles ont des directions différentes. 
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Mini-exercices 


. Montrer que la fonction f(x) = x? est dérivable en tout point xo € R et que f/(xo) = 3x2. 


. Montrer que la fonction f(x) = yx est dérivable en tout point xo > 0 et que f'(xo) = TE 
. Montrer que la fonction f(x) = yx (qui est continue en xp = 0) n’est pas dérivable en 
Xo = 0. 


. Calculer l'équation de la tangente (To) à la courbe d’équation y = xê — x? — x au point 
d’abscisse xọ = 2. Calculer xı afin que la tangente (Tı) au point d’abscisse xı soit paral- 


lèle à (To). 


. Montrer que si une fonction f est paire et dérivable, alors f’ est une fonction impaire. 


2. Calcul des dérivées 
2.1. Somme, produit, 


Proposition 80 


Soient f ,g : I — R deux fonctions dérivables sur I. Alors pour tout x € I : 
- (f +8) (x)= f(x) + g'(x), 
— (Af)'(x) = Af'(x) où À est un réel fixé, 


= (f x 8) = f'g) + fogla), 
- (4) @=-fG ti fazo), 


! 1 S ! z 


Remarque 


Il est plus facile de mémoriser les égalités de fonctions : 


1V 4 1 Io_ fol 
f+g) =f +g, (AfY =af", Exel =f'g+fg', F] --4 (E) -E 


Démonstration 


Prouvons par exemple (f x g) = f'g + fg'. 
Fixons xọ € I. Nous allons réécrire le taux d’accroissement de f(x) x g(x) : 


f(x)g(x)-— f (xo)g(xo) E f(x)- E g(x)- g(xo) 


X—X0 X—X0 X—X0 


F0) — Flo) (co) + g' (0) (ro). 


Ceci étant vrai pour tout xọ € I la fonction f x g est dérivable sur I de dérivée f'g + fg!. 


2.2. Dérivée de fonctions usuelles 


Le tableau de gauche est un résumé des principales formules à connaître, x est une variable. Le 
tableau de droite est celui des compositions (voir paragraphe suivant), u représente une fonction 
x u(x). 
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Fonction Dérivée Fonction Dérivée 
x" nx”! (nez) u” nu'u”! (nez) 
1 ad, 1 u 
x x2 u u2 
11 lu 
vx 2 x vu 2 Va 
x ax% (aeR) u“ au'u™! (aecR) 
e* e* et u'e” 
1 F 
lnx z lnu T 
cosx -sinx cosu —u' sinu 
sinx cosx sinu u' cosu 
t 
tanx 1+tan?x = ee tanu u'(1+tanĉu) = 
cosi x cos” u 
Remarque 


— Notez que les formules pour x”, 1 yx et x“ sont aussi des conséquences de la dérivée de 
exponentielle. Par exemple x“ = e*M* et donc 


d ay d alnx) _ 1 — 1 — 
m” Fm F =a-x" = ax 


— Si vous devez dériver une fonction avec un exposant dépendant de x il faut absolument 
repasser à la forme exponentielle. Par exemple si f(x) = 2% alors on réécrit d’abord 
f(x) = e*l2 pour pouvoir calculer f'(x) =ln2- e”? =]n2.2*. 


2.3. Composition 


Proposition 81 


Si f est dérivable en x et g est dérivable en f(x) alors gof est dérivable en x de dérivée : 


(g0f) x) =g (Fœ) f(x) 


Démonstration 
La preuve est similaire à celle ci-dessus pour le produit en écrivant cette fois : 


Er = e Š E — g'(f(xo)) x f'(xo). 
X—X0 f(x) — f(xo) x— xo  *—*0 


Exemple 104 


Calculons la dérivée de In(1 + x?). Nous avons g(x) = ln(x) avec g'(x) = 1 ; et f(x)= 1+ x? avec 
f'(x) = 2x. Alors la dérivée de In(1 + x?) = gof(x) est 


of\'(x)= 5! LC) = 0! 2\.94— 2x 
Bof O= FO) Fog a?) 2 
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Corollaire 13 


Soit I un intervalle ouvert. Soit f : I — J dérivable et bijective dont on note f-1:J — I la 


bijection réciproque. Si f’ ne s’annule pas sur I alors f~! est dérivable et on a pour tout 


SEJE 


Démonstration 


Notons g = f~t la bijection réciproque de f. Soit yo € J et xo € I tel que yo = f (xo). Le taux d’accroisse- 


ment de g en yo est : 
go)-g(yo _  g(y)-x0 


y- yo f(e(y)) — fo) 
1 


Lorsque y — yo alors g(y) — g(yo) = xo et donc ce taux d’accroissement tend vers ED Ainsi g'(yo) = 


n 
f'(x)" 


Remarque 


Il peut être plus simple de retrouver la formule à chaque fois en dérivant légalité 


f(g@x)) =x 


où g = fl est la bijection réciproque de f. 
En effet à droite la dérivée de x est 1 ; à gauche la dérivée de f (g(x)) = fog(x) est f'(g(x))-g'(x). 
L'égalité f (g(x)) = x conduit donc à légalité des dérivées : 


f'(gGx)) -g'(x) = 1. 


Mais g = f7! donc i 
ziyaa 
PIRE co) 


Exemple 105 
Soit f : R — R la fonction définie par f(x) = x+exp(x). Étudions f en détail. 
Tout d’abord : 


1. f est dérivable car f est la somme de deux fonctions dérivables. En particulier f est 


continue. 
2. f est strictement croissante car f est la somme de deux fonctions strictement croissante. 
3. f est une bijection car lim; f(x) = —-c et limyx—+oo f(x) = +00. 


4. f'(x) = 1+exp(x) ne s’annule jamais (pour tout x € R). 


Notons g = f~} la bijection réciproque de f. Même si on ne sait pas a priori exprimer g, on 
peut malgré tout connaître des informations sur cette fonction : par le corollaire ci-dessus g 
est dérivable et l’on calcule g’ en dérivant légalité f (g(x)) = x. Ce qui donne f'(g(x))-g'(x) = 1 
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et donc ici 
1 


1 
f'(ex))  1+exp(g(x)) 


Pour cette fonction f particulière on peut préciser davantage : comme f{g(x)) = x alors g(x)+ 


se 


exp (g(x)) = x donc exp (g(x)) = x- g(x). Cela conduit à : 


y =x+exp(x) 


Par exemple f(0) = 1 donc g(1) = 0 et donc g'(1) = z. Autrement dit (AHY = z, Léquation 
de la tangente au graphe de f~t au point d’abscisse xọ = 1 est donc y = L(x — 1). 


2.4. Dérivées successives 


Soit f : I — R une fonction dérivable et soit f’ sa dérivée. Si la fonction f’ : I — R est aussi dérivable 
on note f” =(f') la dérivée seconde de f. Plus généralement on note : 


fo = f, fP — fl, f = f" et fet»? z (Fœ 


(n) 


Si la dérivée n-ième f™ existe on dit que f est n fois dérivable. 


Théorème 27. Formule de Leibniz 


n e A = 
f=- e Dagaa] f! OT OEE 0) 


Autrement dit : 


k=0 


Fa" = À h Fate 


La démonstration est similaire à celle de la formule du binôme de Newton et les coefficients que 
l’on obtient sont les mêmes. 
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Exemple 106 


- Pour n = 1 on retrouve (f - g) = f'g+fg!. 
- Pour n =2, on a (f g)" = f"e+2f'g'+fg". 


Exemple 107 


Calculons les dérivées n-ième de exp(x)- (x? + 1) pour tout n > 0. Notons f(x) = exp(x) alors 
f'(x) = exp(x), f" (£) = exp(x).…,f (x) = exp(x). Notons g(x) = x? + 1 alors g'(x) = 2x, g" (x)= 2 
et pour k > 3, g 4x) =0. 

Appliquons la formule de Leibniz : 


UEO OTOL h PDG). 80 (x) + h) Fa) ga) h PDC). g Ex) + 


On remplace f *)(x) = exp(x) et on sait que g ®)(x), g ®(x) = 0,. .. Donc cette somme ne contient 
que les trois premiers termes : 


(F g) = exp(x)- (x? + 1)+ h exp(x)- 2x + h) exp(x) 2. 


Que l’on peut aussi écrire : 


n(n-—1) 
2 


(F 8) @) = exp(x)- e +2nx + + i); 


Mini-exercices 


. Calculer les dérivées des fonctions suivantes : f1(x) = xlnx, fə(x) = sin 1, fa(x) = 
V1+V1+:x2, fax) = (In(=)) 3, fs(x)=x*, fe(x) = arctan x + arctan L, 
. On note A(f)= Ẹ. Calculer A(f x g). 


. Soit f :]1,+oo[—]-1,+0c0[ définie par f(x) = xIn(x) - x. Montrer que f est une bijection. 
Notons g = f~t. Calculer g(0) et g'(0). 


. Calculer les dérivées successives de f(x) = In(1 + x). 


. Calculer les dérivées successives de f(x) = In(x):x°. 


3. Extremum local, théorème de Rolle 


3.1. Extremum local 


Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle T. 
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Définition 68 


— On dit que xo est un point critique de f si f'(xo) = 0. 
— On dit que f admet un maximum local en xo (resp. un minimum local en xo) sil 
existe un intervalle ouvert J contenant xo tel que 


pour toutxelndJ f(x)< f(xo) 


(resp. f(x) > f(xo)). 
— On dit que f admet un extremum local en xo si f admet un maximum local ou un 
minimum local en ce point. 


i ij _ 
maximum global 


7 


minimums locaux maximums locaux 


Dire que f a un maximum local en x, signifie que f (xo) est la plus grande des valeurs f(x) pour les 
x proches de xo. On dit que f : I — R admet un maximum global en xo si pour toutes les autres 
valeurs f(x), x€ I on a f(x) < f(xo) (on ne regarde donc pas seulement les f(x) pour x proche de 
xo). Bien sûr un maximum global est aussi un maximum local, mais la réciproque est fausse. 


Théorème 28 


Soit I un intervalle ouvert et f : I — R une fonction dérivable. Si f admet un maximum local 
(ou un minimum local) en xo alors f'(xo) = 0. 


En d’autres termes, un maximum local (ou un minimum local) x, est toujours un point critique. 
Géométriquement, au point (xo, f (xo)) la tangente au graphe est horizontale. 


Ya 
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Exemple 108 


Étudions les extremums de la fonction f} définie par f(x) = x° + Ax en fonction du paramètre 
AER. La dérivée est f (x) =3x? + À. Si xo est un extremum local alors f 1 Co) = (0. 
- Si1>0 alors f} (x) > 0 et ne s’annule jamais il n’y a pas de points critiques donc pas non 
plus d’extremums. En anticipant sur la suite : f} est strictement croissante sur R. 
- SiA=0 alors f (œ) =3x?. Le seul point critique est xo = 0. Mais ce n’est ni un maximum 
local, ni un minimum local. En effet si x < 0, fo(x) < 0 = fo(0) et si x > 0, fo(x) > 0 = fo(0). 


- Si A< 0 alors f}(x) = 3x? -|A| = 3(x + y I) (x - V A), Il y a deux points critiques x1 = 


-4 et x2 = +4. En anticipant sur la suite : fi) > 0 sur ]-— 00, x1l et ]x2,+o0l et 
fi) < 0 sur ]x1,x2[. Maintenant f} est croissante sur ]—- co, x1l, puis décroissante sur 
]xı,x2[, donc xı est un maximum local. D’autre part f} est décroissante sur ]x1,x2[ puis 
croissante sur ]x2,+co[ donc x2 est un minimum local. 


À À 4 
X2 
> » x1 » 
A>0 A=0 A<0 


1. La réciproque du théorème 28 est fausse. Par exemple la fonction f : R—R, définie par 


Remarque 


f(x) = x? vérifie f'(0) = 0 mais xo = 0 n’est ni maximum local ni un minimum local. 


2. L'intervalle du théorème 28 est ouvert. Pour le cas d’un intervalle fermé, il faut faire 
attention aux extrémités. Par exemple si f : [a,b] — R est une fonction dérivable qui 
admet un extremum en xo, alors on est dans l’une des situations suivantes : 

- x0 =q, 

— xo =b, 

- xo €]a,b[ et dans ce cas on a bien f'(xọ) = 0 par le théorème 28. 

Aux extrémités on ne peut rien dire pour f'(a) et f'(b), comme le montre les différents 


maximums sur les dessins suivants. 


A 


| | 

| l 

l i] 

| 
——— 
a I 
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3. Pour déterminer maxa b] f et minja b] f (où f : [a,b] — R est une fonction dérivable) il 
faut comparer les valeurs de f aux différents points critiques et en a et en b. 


Démonstration Preuve du théorème 


Supposons que xo soit un maximum local de f, soit donc J l'intervalle ouvert de la définition contenant 
xo tel que pour tout xe IN J on a f(x) < f(xo). 


— Pour xe Ind tel que x < xo on a f(x) — f(xo) < 0 et x— xo < 0 donc Faro > 0 et donc à la limite 
limga OLW > 0. 
— Pour xe Ind tel que x > xo on a f(x) — f(xo) < 0 et x- xo > 0 donc Psp < 0 et donc à la limite 
: (x) f(xo) 
Lim fofo <0. 
Or f est dérivable en xo donc 
ER OU O 
XX XI Fr X—X0 


La première limite est positive, la seconde est négative, la seule possibilité est que f'(xo) = 0. 


3.2. Théorème de Rolle 


Théorème 29. Théorème de Rolle 


Soit f : [a,b] — R telle que 
— f est continue sur [a,b], 


— f est dérivable sur Ja, b[, 
- f(a)= f(b). 
Alors il existe c €]a,b[ tel que f'(c) = 0. 


f(a)= f(b) 


Interprétation géométrique : il existe au moins un point du graphe de f où la tangente est hori- 
zontale. 


Dérivée d’une fonction 197 


Démonstration 


Tout d’abord, si f est constante sur [a,b] alors n’importe quel c cla, b[ convient. Sinon il existe xo € [a,b] 
tel que f(xo) À f (a). Supposons par exemple f(xo) > f(a). Alors f est continue sur l'intervalle fermé et 
borné [a,b], donc elle admet un maximum en un point ce [a,b]. Mais f(c) > f(xo) > f(a) donc c £ a. De 
même comme f(a) = f(b) alors c À b. Ainsi c ela, b[. En c, f est donc dérivable et admet un maximum 
(local) donc f’(c) = 0. 


Exemple 109 


Soit P(X) = (X — a1)(X — a2)---(X — an) un polynôme ayant n racines réelles différentes : 
A1 <<<: < An. 


1. Montrons que P' a n—1 racines distinctes. 
On considère P comme une fonction polynomiale x — P(x). P est une fonction continue 
et dérivable sur R. Comme P(a;) = 0 = P(a2) alors par le théorème de Rolle il existe 
c1 Ela1, aol tel que P'(c1) = 0. Plus généralement, pour 1 < k < n — 1, comme P(ax) = 
0 = P(az:1) alors le théorème de Rolle implique l'existence de cz elaz,a:1l tel que 
P'(cg) = 0. Nous avons bien trouvé n — 1 racines de P’ : c1 < c2 < --- < Cn-1. Comme P’ 
est un polynôme de degré n — 1, toutes ses racines sont réelles et distinctes. 


2. Montrons que P +P' a n -1 racines distinctes. 
LĽ'astuce consiste à considérer la fonction auxiliaire f(x) = P(x)expx. f est une fonction 
continue et dérivable sur R. f s’annule comme P en a1,...,4n. 
La dérivée de f est f'(x) = (P(x)+P'(x))expx. Donc par le théorème de Rolle, pour chaque 
1<k<n-—1,comme f(æ})=0 = f(æk+1) alors il existe yp €laz,ag+1l tel que f'(y}) = 0. 
Mais comme la fonction exponentielle ne s’annule jamais alors (P + P')X(y}) = 0. Nous 
avons bien trouvé n — 1 racines distinctes de P +P’ : y1 < Y2 < -++ < Yn-1- 


3. Déduisons-en que P +P' a toutes ses racines réelles. 
P +P' est un polynôme à coefficients réels qui admet n — 1 racines réelles. Donc (P + 
P'XX)=(X - y1) (X -yn-1)Q(X) où Q(x) = X -yn est un polynôme de degré 1. Comme 
P +P' est à coefficients réels et que les y; sont aussi réels, ainsi yn € R. Ainsi on a obtenu 
une n-ième racine réelle y, (pas nécessairement distincte des autres y;). 


Mini-exercices 


1. Dessiner le graphe de fonctions vérifiant : fı admet deux minimums locaux et un maxi- 
mum local; f2 admet un minimum local qui n’est pas global et un maximum local qui 
est global ; f3 admet une infinité d’extremum locaux; f4 wadmet aucun extremum local. 


. Calculer en quel point la fonction f(x) = ax? + bx + c admet un extremum local. 


. Soit f : [0,2] — R une fonction deux fois dérivable telle que f (0) = f (1) = f (2) = 0. Montrer 
qu’il existe c1,c2 tels que f'(c1) = 0 et f'(c2) = 0. Montrer qu'il existe c3 tel que f”(c3) = 0. 


. Montrer que chacune des trois hypothèses du théorème de Rolle est nécessaire. 


4. Théorème des accroissements finis 
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4.1. Théorème des accroissements finis 


Théorème 30. Théorème des accroissements finis 


Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur Ja, b[. Il existe c €la,b[ tel 


que 


ROMEO] 


Interprétation géométrique : il existe au moins un point du graphe de f où la tangente est parallèle 
à la droite (AB) où A = (a, f (a)) et B = (b, f (b)). 


Démonstration 


Posons 7 = -AO et g(x) = f(x)—0-(x—a). Alors gla) = f(a), gb) = f(b)- EEO .(b-a)= f(a). Par le 


a a 
théorème de Rolle, il existe c ela, bI tel que g'(c) = 0. Or g'(x) = f'(x)- €. Ce qui donne f'(c) = fw. 


4.2. Fonction croissante et dérivée 


Corollaire 14 


Soit f :[a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur Ja, b[. 
. Vxela,bl f'(x)2z0 f est croissante ; 
. Vxela,b[l f'(x)<0 f est décroissante ; 


. Vxela,bl f'(x)=0 f est constante ; 


4. YVxela,bl f'(x)>0 f est strictement croissante ; 


5. Vxela,b[ f'(x)<0 f est strictement décroissante. 


Remarque 


La réciproque au point (4) (et aussi au (5)) est fausse. Par exemple la fonction x — x? est 
strictement croissante et pourtant sa dérivée s’annule en 0. 
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Démonstration 


Prouvons par exemple (1). 

Sens =>. Supposons d’abord la dérivée positive. Soient x, y ela, b[ avec x < y. Alors par le théorème 
des accroissements finis, il existe c €]x, y[ tel que f(x) — f(y) = f'(cXx-— y). Mais f'(c) > 0 et x-7y<0 
donc f(x) — f(y) < 0. Cela implique que f(x) < f(y). Ceci étant vrai pour tout x, y alors f est croissante. 


Sens <=.  Réciproquement, supposons que f est croissante. Fixons x ea, b[. Pour tout y > x nous 
avons y—x > 0 et f(y) — f(x) > 0, ainsi le taux d’accroissement vérifie TOE 
y — x, ce taux d’accroissement tend vers la dérivée de f en x et donc f'(x) > 0. 


> 0. À la limite, quand 


4.3. Inégalité des accroissements finis 


Corollaire 15. Inégalité des accroissements finis 


Soit f : I — R une fonction dérivable sur un intervalle I ouvert. S'il existe une constante M 


tel que pour tout x € I, | f! (x)| < M alors 


Vx,yel Fœ- f(y)| < Mix - yl 


Démonstration 


Fixons x, y € I, il existe alors c €lx, y[ ou ]y,xl tel que f(x) — f(y) = f'(c)(x— y) et comme |f'(c)| < M alors 
Fœ- FO] < Mix - yl. 


Exemple 110 


Soit f(x) = sin(x). Comme f'(x) = cosx alors |f'(x)| < 1 pour tout x € R. L'inégalité des accrois- 
sements finis s'écrit alors : 


pour tous x,y € R [sinx — sin y| < |x- yl. 
En particulier si l’on fixe y = 0 alors on obtient 


[sinx] < |x| 


ce qui est particulièrement intéressant pour x proche de 0. 


y=x 


y=sinx 


EM 


y=-sinx 


4.4. Règle de l’Hospital 
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Corollaire 16. Règle de l'Hospital 


Soient f ,g : I — R deux fonctions dérivables et soit x0 € I. On suppose que 
— fo) = g(xo) = 0, 


- Vxel\{xo}) g'(x) 0. 


LE” (ER) alors lim 2 = 


tn Tro gx) 


Démonstration 


Fixons a € I \ {xo} avec par exemple a < xo. Soit h : I — R définie par h(x) = g(a)f(x) — f(a)g(x). Alors 
— h est continue sur [a,xol CI, 
— h est dérivable sur Ja, xol, 
— h(xo) = h(a)= 0. 

Donc par le théorème de Rolle il existe ca €la, xol tel que h'(c4) = 

Or h'(x) = g(a)f'(x) — FE G) donc g(a)f'(ca)— f(a)g'(ca) = 0. ee g' ne s’annule pas sur I \ {xo} 


cela conduit à pe fa =- z 15. Comme a < Ca < xo lorsque l’on fait tendre a vers xo on obtient Ca — xo. Cela 


implique 
ACA a C S A C7) 
lim = lim = 


ao gla) ax g'(Ca) Cao g'(Ca) 


Exemple 111 


Calculer la limite en 1 de eo On vérifie que : 


- f@)= Int? +x-1), f(1)=0, f'a) = 2h, 
- g(x) =ln(x), g(1)=0, g'(x) = À, 
- Prenons 1 =]0, 1], xo = 1, alors g' ne s’annule pas sur T \ {xo}. 


f'(x) 2x +1 2x2 +x 
g'(x) TEL pale 
Donc 
fx) 
g(x) x1 


Mini-exercices 


1. Soit f(x) = = + 2 — 2x +2. Étudier la fonction f. Tracer son graphe. Montrer que f 
admet un minimum local et un maximum local. 


2. Soit f(x) = vx. Appliquer le ne des ren finis sur l'intervalle [100,101]. 
En déduire l’encadrement 10 + PE <vl0l<10+ +. 


3. Appliquer le théorème des accroissements finis pour montrer que In(1 + x) —In(x) < 1 
(pour tout x > 0). 


4. Soit f(x) = e*. Que donne l'inégalité des accroissements finis sur [0,x] ? 


5. Appliquer la règle de l’Hospital pour calculer les limites suivantes (quand x — 0) : 
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x bG+1) l-cosx x-sinx 


(+x) -1° „x ° tanx °? x’ 
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12 Zéros des fonctions 


1 La dichotomie 
2 La méthode de la sécante 
3 La méthode de Newton 


Vidéo M partie 1. La dichotomie 
Vidéo M partie 2. La méthode de la sécante 
Vidéo M partie 3. La méthode de Newton 


Dans ce chapitre nous allons appliquer toutes les notions précédentes sur les suites et les fonctions, 
à la recherche des zéros des fonctions. Plus précisément, nous allons voir trois méthodes afin de 
trouver des approximations des solutions d’une équation du type (f(x) = 0). 


La dichotomie 


Principe de la dichotomie 


Le principe de dichotomie repose sur la version suivante du théorème des valeurs intermé- 
diaires : 


Théorème 31 


Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment. 


Si f(a)-f(b) <0, alors il existe £ € [a,b] tel que f(£) = 0. | 


La condition f(a)-f(b)< 0 signifie que f(a) et f(b) sont de signes opposés (ou que l’un des deux est 
nul). L'hypothèse de continuité est essentielle ! 


4Y a9 


f@)>0 


f(a) >0 


RY 
RY 


f(a)<0 


fb)<0 


Ce théorème affirme qu’il existe au moins une solution de l'équation (f(x) = 0) dans l'intervalle 
[a,b]. Pour le rendre effectif, et trouver une solution (approchée) de l’équation (f(x) = 0), il s’agit 
maintenant de l’appliquer sur un intervalle suffisamment petit. On va voir que cela permet d’obte- 
nir un Z solution de l'équation (f(x) = 0) comme la limite d’une suite. 
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Voici comment construire une suite d’intervalles emboîtés, dont la longueur tend vers 0, et conte- 
nant chacun une solution de l'équation (f(x) = 0). 
On part d’une fonction f : [a,b] — R continue, avec a < b, et f(a)-f(b)< 0. 
Voici la première étape de la construction : on regarde le signe de la valeur de la fonction f 
appliquée au point milieu EUR 

- Si fa) f) <0, alors il existe c € [a, 2] tel que f(c) = 0. 

- Si f@)-f(52) > 0, cela implique que f(S2).f) < 0, et alors il existe c € [S,b] tel que 

f(e)=0. 
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Nous avons obtenu un intervalle de longueur moitié dans lequel l’équation (f(x) = 0) admet une 
solution. On itère alors le procédé pour diviser de nouveau l'intervalle en deux. 
Voici le processus complet : 
- Au rang 0: 
On pose ao = a, bo = b. Il existe une solution xo de l'équation (f(x) = 0) dans l'intervalle 
[ao, bo]. 
- Au rang 1: 


- Si f(ao): (220) < 0, alors on pose a1 = ao et b1 = 24%, 
2 2 


— sinon on pose q1 = go+bo et b1 =b. 

— Dans les deux cas, il existe une solution xı de l’équation (f(x) = 0) dans l'intervalle [a1,b1]. 
- Au rang n : supposons construit un intervalle [a:,b,], de longueur ba, et contenant une 

solution x, de l'équation (f(x) = 0). Alors : 


- Si flan) FE) < 0, alors on pose an+1 = an et bn:1 = hie 


— sinon on pose An+1 = datb et bn+1 =bn. 
— Dans les deux cas, il existe une solution xn+1 de l'équation (f(x) = 0) dans lintervalle 
lan+1, bn+1]. 
À chaque étape on a 
An SXn Sbn. 


b-a 
on 
Comme (an) est par construction une suite croissante, (b,) une suite décroissante, et (b, -a;)— 0 


On arrête le processus dès que bn — an = est inférieur à la précision souhaitée. 

lorsque n — +o, les suites (an) et (bn) sont adjacentes et donc elles admettent une même limite. 
D’après le théorème des gendarmes, c’est aussi la limite disons £ de la suite (x). La continuité de 
f montre que f(£)=lim,;_ f (Xn) = liMmn—+%œ0 = 0. Donc les suites (an) et (bn) tendent toutes les 
deux vers Z, qui est une solution de l’équation (f(x) = 0). 


1.2. Résultats numériques pour v10 


Nous allons calculer une approximation de v10. Soit la fonction f définie par f(x) = x? — 10, c’est 
une fonction continue sur R qui s’annule en +10. De plus v10 est l’unique solution positive de 
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l'équation (f(x) = 0). Nous pouvons restreindre la fonction f à l'intervalle [3,4] : en effet 3? = 9 < 10 
donc 3 < V10 et 4? = 16 > 10 donc 4 > V10. En d’autre termes f (3) < 0 et f (4) > 0, donc l'équation 
(f(x) = 0) admet une solution dans l'intervalle [3,4] d’après le théorème des valeurs intermédiaires, 
et par unicité cest v10, donc v10 e [3,4]. 

Notez que l’on ne choisit pas pour f la fonction x> x — v10 car on ne connaît pas la valeur de v10. 
C’est ce que l’on cherche à calculer! 


gy 


pY 


Voici les toutes premières étapes : 


1. On pose ao = 3 et bo = 4, on a bien f (ao) < 0 et f(bo) > 0. On calcule go bo = 3,5 puis pege) : 
f(8,5)= 3,52 — 10 = 2,25 > 0. Donc v10 est dans l'intervalle [3;3,5] et on pose ai =ao=3 et 
bı = 24% =3,5 

1 2 + 

2. On sait donc que f(a:) <0 et f(b1) > 0. On calcule fous) = f(38,25) = 0,5625 > 0, on pose 

a2 = 3 et bo = 3,25. 


3. On calcule Feb) = f(8,125) = -0,23...< 0. Comme f(b2) > 0 alors cette fois f s’annule sur 


le second intervalle [227% ,b2] et on pose a3 = aa oi =3,125 et b3 = b2 = 3,25. 


À ce stade, on a prouvé : 3,125 < v10 < 3,25. 


Voici la suite des étapes : 


ao =3 bo = 4 

ai =3 b1=3,5 

a2 =3 b2 = 3,25 
a3 =3,125 b3 =3,25 
aa =3,125 b4 = 3,1875 


a5 = 3,15625 b5 = 3,1875 

a6 = 3,15625 be = 3,171875 
a7 = 3,15625 b7 = 3,164062... 
ag = 3,16015... bg = 3,164062... 


Donc en 8 étapes on obtient l'encadrement : 
3,160 < v 10 < 3,165 
En particulier, on vient ď’obtenir les deux premières décimales : V10 = 3,16... 


. Résultats numériques pour (1,10)? 


Nous cherchons maintenant une approximation de (1,10)!/12. Soit f(x) = x1? — 1,10. On pose ao = 1 
et bo = 1,1. Alors f(ao) = —0,10 < 0 et f(bo) = 2,038... > 0. 
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ao=1 bo=1,10 
ai=1 b1=1,05 
a2=1 b2 = 1,025 
a3=1 bs = 1,0125 

aa = 1,00625 b4 = 1,0125 

a5 = 1,00625 b5 = 1,00937... 
as = 1,00781... be = 1,00937... 
a7 = 1,00781... b7= 1,00859... 
ag = 1,00781... bg = 1,00820... 


Donc en 8 étapes on obtient l'encadrement : 


1,00781 < (1,10)! 12 < 1,00821 


1.4. Calcul de l'erreur 


La méthode de dichotomie a l’énorme avantage de fournir un encadrement d’une solution £ de 
Péquation (f(x) = 0). Il est donc facile d’avoir une majoration de l'erreur. En effet, à chaque étape, 
la taille lintervalle contenant £ est divisée par 2. Au départ, on sait que £ € [a,b] (de longueur 
b — a); puis Z € [a1, b1] (de longueur ba); puis £ € [a2,b2] (de longueur ba); ...; [an, bn] étant de 


b-a 
longueur w. 


Si, par exemple, on souhaite obtenir une approximation de £ à 107V près, comme on sait que 

an <L < bn, on obtient |/ -an| < lbn-anl = be. Donc pour avoir |f -an| <S 107, il suffit de choisir 
b- -N 

n tel que 5 < 10. 

Nous allons utiliser le logarithme décimal : 


b— 
2 <10 > (b-a)10 < 2” 


= log(b - a)+log(10N) < log(2”) 
= log(b-a)+N <nlog2 
E N +log(b —- a) 


2 


log2 


Sachant log2 = 0,301..., si par exemple b-a < 1, voici le nombre d’itérations suffisantes pour avoir 
une précision de 10™™ (ce qui correspond, à peu près, à N chiffres exacts après la virgule). 


10710 (~ 10 décimales) 
107100 (~ 100 décimales) 333 itérations 
1071000 (~ 1000 décimales) 3322 itérations 


34 itérations 


Il faut entre 3 et 4 itérations supplémentaires pour obtenir une nouvelle décimale. 
Remarque 


En toute rigueur il ne faut pas confondre précision et nombre de décimales exactes, par 
exemple 0,999 est une approximation de 1,000 à 107% près, mais aucune décimale après la 
virgule n’est exacte. En pratique, c’est la précision qui est la plus importante, mais il est plus 
frappant de parler du nombre de décimales exactes. 
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1.5. Algorithmes 


Voici comment implémenter la dichotomie dans le langage Python. Tout d’abord on définit une 
fonction f (ici par exemple f(x) = x? — 10) : 


Algorithme . dichotomie.py (1) 


def f(x): 
return x*x - 10 


Puis la dichotomie proprement dite : en entrée de la fonction, on a pour variables a,b et n le 
nombre d'étapes voulues. 


Algorithme . dichotomie.py (2) 


def dicho(a,b,n): 
for i in range(n): 
c = (a+b)/2 
if f(a)*xf(c) <= 0: 
b=c 
else: 
a = C 
return a,b 


Même algorithme, mais avec cette fois en entrée la précision souhaitée : 


Algorithme . dichotomie.py (3) 


def dichobis(a,b,prec): 
while b-a>prec: 
c = (a+b)/2 
if f(a)*xf(c) <= 0: 
b=c 
else: 
a = C 
return a,b 


Enfin, voici la version récursive de l’algorithme de dichotomie. 


Algorithme . dichotomie.py (4) 


def dichotomie(a,b,prec): 

if b-a<=prec: 
return a,b 

else: 
c = (a+b)/2 
if f(a)*xf(c) <= 0: 

return dichotomie(a,c,prec) 

else: 
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return dichotomie(c,b,prec) 


Mini-exercices 


. À la main, calculer un encadrement à 0,1 près de V3. Idem avec Ÿ2. 


. Calculer une approximation des solutions de l'équation x° + 1 = 3x. 


. Est-il plus efficace de diviser l'intervalle en 4 au lieu d’en 2? (À chaque itération, la 


dichotomie classique nécessite l’évaluation de f en une nouvelle valeur a? pour une 


précision améliorée d’un facteur 2.) 
. Écrire un algorithme pour calculer plusieurs solutions de (f(x) = 0). 


. On se donne un tableau trié de taille N, rempli de nombres appartenant à {1,... n}. 
Écrire un algorithme qui teste si une valeur k apparaît dans le tableau et en quelle 
position. 


2. La méthode de la sécante 


2.1. Principe de la sécante 


L'idée de la méthode de la sécante est très simple : pour une fonction f continue sur un intervalle 
[a,b], et vérifiant f(a) < 0, f(b) > 0, on trace le segment [AB] où À = (a, f(a)) et B = (b, f(b)). Si le 
segment reste au-dessus du graphe de f alors la fonction s’annule sur l'intervalle [a',b] où (a’,0) 
est le point d’intersection de la droite (AB) avec laxe des abscisses. La droite (AB) s'appelle la 
sécante. On recommence en partant maintenant de l'intervalle [a',b] pour obtenir une valeur a”. 


47 


RY 
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Proposition 82 


Soit f : [a,b] — R une fonction continue, strictement croissante et convexe telle que f(a) < 0, 
f(b) > 0. Alors la suite définie par 


b-a 
ao=a et E A) 


fb) - flan) 


est croissante et converge vers la solution £ de (f(x) = 0). 


L'hypothèse f convexe signifie exactement que pour tout x,x/ dans [a,b] la sécante (ou corde) 
entre (x, f(x)) et (x', f(x')) est au-dessus du graphe de f. 
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Q 
Q 
Q 
Q 


TEN 


> 
! x 


R 


0 


fE) 


Démonstration 


1. Justifions d’abord la construction de la suite récurrente. 
L'équation de la droite passant par les deux points (a, f(a)) et (b, f(b)) est 


y=(x 2 PO IE + + f(a) 


Cette droite intersecte l’axe des abscisses en (a/,0) qui vérifie donc 0 = (a' — a) EOF me =i LIENS f(a), 
donc a =a- 6=0/ (a). 

2. Croissance de (an). 
Montrons par récurrence que f (an) < 0. C’est vrai au rang 0 car f (ao) = f(a) < 0 par hypothèse. 
Supposons vraie l’hypothèse au rang n. Si an+1 <a, (un cas qui s’avérera a posteriori jamais réa- 
lisé), alors comme f est strictement croissante, on a f(a,:1) < f (an), et en particulier f (an+1) <0. 
Sinon an+1 > an. Comme f est convexe : la sécante entre (a,,f(a,)) et (b,f(b)) est au-dessus 
du graphe de f. En particulier le point (an+1,0) (qui est sur cette sécante par définition a,+1) 
est au-dessus du point (a,+1,f(an+1)), et donc f(an+1) < 0 aussi dans ce cas, ce qui conclut la 
récurrence. 
Comme f(an) <0 et f est croissante, alors par la formule an+1 = än — TRS f(an), on obtient 
que an+1 ?Qn. 

3. Convergence de (an). 
La suite (an) est croissante et majorée par b, donc elle converge. Notons £ sa limite. Par 
continuité f(an) — f(£). Comme pour tout n, f(a,) < 0, on en déduit que f(£) < 0. En parti- 
culier, comme on suppose f(b) > 0, on a £ < b. Comme an > l,an+1 — £, (en) — f(0), l'égalité 
net — FD lan) devient à la limite (lorsque n — +00) : {= £- n ro (0), ce qui 
implique f(£) = 0. 
Conclusion : (an) converge vers la solution de (f(x) = 0). 
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2.2. Résultats numériques pour v10 


Pour a = 3, b = 4, f(x) = x? — 10 voici les résultats numériques, est aussi indiquée une majoration 
de l'erreur £n = V 10 — an (voir ci-après). 


ao = 3 €o < 0,1666... 

a1 =3,14285714285... | £1 < 0,02040... 
a2 = 3, 16000000000... | £2 < 0,00239... 
a3 =3,16201117318... | £3 < 0,00028... 
aa =3, 16224648985... | £4 < 3,28... 1075 
as = 3, 16227401437... | £5 < 3,84... 1078 
as = 3, 16227723374... | £6 < 4,49...-1077 
a7 = 3,16227761029... | £7 < 5,25... 1078 
as = 3, 16227765433... | £g <6,14...-107°? 


2.3. Résultats numériques pour (1,10)? 


1/12 


Voici les résultats numériques avec une majoration de l’erreur €» = (1,10 — dn, avec f(x) = 


xl2_110,a=1etb=1,1 


ao=1 €o < 0,0083... 
a1 = 1,00467633... | €1 < 0,0035... 

a2 = 1,00661950... | €2 < 0,0014... 

a3 = 1,00741927... | £3 < 0,00060... 
a4 = 1,00774712... | €4 < 0,00024... 
a5 = 1,00788130... | € < 0,00010... 
as = 1,00793618... | eg <4,14...-10 © 
a7 = 1,00795862.. | e7 <1,69...-107° 
as = 1,00796779... | eg <6,92...-1076 


2.4. Calcul de l’erreur 


La méthode de la sécante fournit l'encadrement a, <L <b. Mais comme b est fixe cela ne donne 
pas d’information exploitable pour |l — anl. Voici une façon générale d’estimer l'erreur, à l’aide du 
théorème des accroissements finis. 


Proposition 83 


Soit f : I — R une fonction dérivable et £ tel que f(£) = 0. S'il existe une constante m > 0 telle 


que pour tout x € I, |f'(x)| > m alors 


x 
lx- £| < IA) pour tout x € I. 
m 


Démonstration 


Par l’inégalité des accroissement finis entre x et £ : |f(x) — f(£)| > mlx — {| mais f(£) = 0, d’où la 
majoration. 
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Exemple 112. Erreur pour v10 


Soit f(x) = x? — 10 et l'intervalle I = [3,4]. Alors f'(x) = 2x donc |f'(x)| > 6 sur I. On pose donc 
m = 6, l = V10, x= ah. On obtient l'estimation de l'erreur : 


fan) _ la? -10| 
m 6 


En =|l -an| S 


Par exemple on a trouvé a2 = 3,16... < 3,17 donc V10-a2 < CET = 0,489. 


2_ 
Pour ag on a trouvé ag = 3, 1622776543347473... donc V10- ag < =" =6,14...-107?. On a 


en fait 7 décimales exactes après la virgule. 


Dans la pratique, voici le nombre d’itérations suffisantes pour avoir une précision de 10 ” pour 
cet exemple. Grosso-modo, une itération de plus donne une décimale supplémentaire. 


10710 (~ 10 décimales) 10 itérations 
107100 (~ 100 décimales) 107 itérations 
1071000 (~ 1000 décimales) 1073 itérations 


Exemple 113. Erreur pour (1,10)!/12 


On pose f(x) = x!2?—1,10, Z =[1;1,10]et /=(1, 10)/12, Comme f'(x) = 12x11 sion pose de plus 
m = 12, on a |f'(x)| > m pour x € I. On obtient 
E PE la} —1,10| 
En = An = 12 . 
Par exemple ag = 1.0079677973185432... donc 


12 
— 1,1 
L las -1,10 


= 6,92...-10 6. 
12 


1,10) 722 -ag 


2.5. Algorithme 


Voici l’algorithme : c’est tout simplement la mise en œuvre de la suite récurrente (a). 


Algorithme . secante.py 


def secante(a,b,n): 
for i in range(n): 
a = a-f(a)*(b-a)/(f(b)-f(a)) 
return a 


Mini-exercices 


1. À la main, calculer un encadrement à 0,1 près de V3. Idem avec Ÿ2. 
2. Calculer une approximation des solutions de l'équation x° + 1 = 3x. 


3. Calculer une approximation de la solution de l’équation (cosx = 0) sur [0, x]. Idem avec 
(cos x = 2sin x). 
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4. Étudier l'équation (exp(—x) = —-In(x)). Donner une approximation de la (ou des) solu- 


tion(s) et une majoration de l'erreur correspondante. 


3. La méthode de Newton 


3.1. Méthode de Newton 


La méthode de Newton consiste à remplacer la sécante de la méthode précédente par la tangente. 
Elle est d’une redoutable efficacité. 

Partons d’une fonction dérivable f : [a,b] — R et d’un point uo € [a,b]. On appelle (1,0) linter- 
section de la tangente au graphe de f en (0, f (uo)) avec laxe des abscisses. Si u1 € [a,b] alors 
on recommence l'opération avec la tangente au point d’abscisse u1. Ce processus conduit à la 
définition d’une suite récurrente : 


uo € [a,b] et Un+1=Un— 


Démonstration 


En effet la tangente au point d’abscisse un a pour équation : y = f'(uh)x-uh)+f(un). Donc le point (x, 0) 


appartenant à la tangente (et à laxe des abscisses) vérifie 0 = f'(u,Xx-un)+f(un). D'où x = un- fee. 


3.2. Résultats pour v10 


Pour calculer va, on pose f(x) = x? — a, avec f'(x) = 2x. La suite issue de la méthode de Newton 
2_ 
est déterminée par uo > 0 et la relation de récurrence uh+1 = Un -— n Suite qui pour cet exemple 


s'appelle suite de Héron et que l’on récrit souvent 


1 a 
uo>0 et uni1=—lun+—|. 
2 Un 
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Proposition 84 


Cette suite (un) converge vers va. 


Pour le calcul de v10, on pose par exemple wo = 4, et on peut même commencer les calculs à la 


main : 
uo = 4 
— 1 10)_ 1 10) __ 13 _ 
uı=ġ(uo+ £) =;3(4+4)= 1 3,25 
= 1 10)—_ 113 10 | _ 329 _ 
ua= part2) afite) = 81030.. 
4 


us = $ (u2 + 12) = 26401 = 3, 16227788... 
ua = 3, 162277660168387... 


Pour u4 on obtient V 10 = 3, 1622776601683... avec déjà 13 décimales exactes! 
Voici la preuve de la convergence de la suite (un) vers va. 


Démonstration 
1 
uo>0 et uy:1=—|un + — 
2 Un 
1. Montrons que un > va pour n > 1. 
Tout d’abord 
1{u2+a 1 1 (u2 - a)? 
2 n 4 2 2 n 
u a= = u, -2au, + == 
n+1 4 Un T n n ) 4 u2 


Donc TA — a > 0. Comme il est clair que pour tout n > 0, un > 0, on en déduit que pour tout 


n>0,un:1 > Va. (Notez que u lui est quelconque.) 


2. Montrons que (un)n>1 est une suite décroissante qui converge. 


Comme “tt = 2{(1+ &), et que pour n > 1 on vient de voir que u? > a (donc 27 < 1), alors 
n n n 


“tt < 1, pour tout n < 1. 
n 


Conséquence : la suite (un)n>1 est décroissante et minorée par 0 donc elle converge. 


3. (un) converge vers va. 


Notons £ la limite de (u,). Alors u, — £ et un+1 — £. Lorsque n — + dans la relation u,:1 = 
3 (un + £), on obtient / = 4 (£+ $). Ce qui conduit à la relation {? = a et par positivité de la 


suite, / = va. 


3.3. Résultats numériques pour (1,10)? 


Pour calculer (1, 10)"12, on pose f(x) = x12 —a avec a = 1,10. On a f'(x) = 12x11. On obtient un+1 = 


ut —a 


Un — jun. Ce que l’on reformule ainsi : 
n 


: 1 a 
uo>0 et Un+1= Jg Te 


Voici les résultats numériques pour (1,10)!/22 en partant de uo = 1. 


uo=1 

u1 =1,0083333333333333 
u2 = 1,0079748433368980 
u3 = 1,0079741404315996 
u4 = 1,0079741404289038 
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Toutes les décimales affichées pour u4 sont exactes : (1, 10)1/12 = 1,0079741404289038… 


3.4. Calcul de l’erreur pour v10 


Proposition 85 
1. Soit k tel que u1 — va < k. Alors pour tout n > 1: 


rai 


2. Pour a = 10, uo = 4, on a: 


J 1 on-l 
—v10< ==, 
Un 0 (>) 


Admirez la puissance de la méthode de Newton : 11 itérations donnent déjà 1000 décimales exactes 
après la virgule. Cette rapidité de convergence se justifie grâce au calcul de l'erreur : la précision 
est multipliée par 2 à chaque étape, donc à chaque itération le nombre de décimales exactes double! 


10710 (~ 10 décimales) 4 itérations 
107100 (~ 100 décimales) 8 itérations 
1071000 (~ 1000 décimales) 11itérations 


Démonstration 
1. Dans la preuve de la proposition 84, nous avons vu l'égalité : 


2 _(&?-a} 
Uren Un 


= 2 2 
donc (un:1-VaNun:1+ Va) = (un — va) (un + va) 


2 2 
Auf Auñ 
Ainsi comme un > va pourn>l: 


1 1 
x 
Un+1 +t va 4 


Va 


Un 


ed E N 


= — 2 
Un+1 va (ün va) x 2Va 4 2Va 


1+ 


2 
| < (un- Va}? x 


Si k vérifie u1 — va < k, nous allons en déduire par récurrence, pour tout n > 1, la formule 


on-1 


= va<2va( z] 


C’est vrai pour n = 1. Supposons la formule vraie au rang n, alors : 


n: 2 n 
Va < (un - Va? Lever(( avai) 
u a< u a) = ——(2Va — =2Va| — 
ie Pan 2Va 2Va 2Va 
La formule est donc vrai au rang suivant. 


2. Pour a = 10 avec uo = 4 on a u1 = 3,25. Comme 3 < V10 < 4 alors u1- V10 <u1-3< L. On fixe 
donc k = L. Toujours par l'encadrement 3 < v10 < 4, la formule obtenue précédemment devient 


1 on-1 i 
Taco A E E 
d Ve 5] sfz] 


on-1 
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3.5. Algorithme 


Voici l'algorithme pour le calcul de va. On précise en entrée le réel a > 0 dont on veut calculer la 
racine et le nombre n d'itérations. 


Algorithme . newton.py 


def racine_carree(a,n): 
u=4 # N'importe qu'elle valeur > 0 
for i in range(n): 
u = 0.5*(u+a/u) 
return u 


En utilisant le module decimal le calcul de u, pour n = 11 donne 1000 décimales de v10 : 


3, 
16227766016837933199889354443271853371955513932521 
68268575048527925944386392382213442481083793002951 
87347284152840055148548856030453880014690519596700 
15390334492165717925994065915015347411333948412408 
53169295770904715764610443692578790620378086099418 
28371711548406328552999118596824564203326961604691 
31433612894979189026652954361267617878135006138818 
62785804636831349524780311437693346719738195131856 
78403231241795402218308045872844614600253577579702 
82864402902440797789603454398916334922265261206779 
26516760310484366977937569261557205003698949094694 
21850007358348844643882731109289109042348054235653 
40390727401978654372593964172600130699000095578446 
31096267906944183361301813028945417033158077316263 
86395193793704654765220632063686587197822049312426 
05345411160935697982813245229700079888352375958532 
85792513629646865114976752171234595592380393756251 
25369855194955325099947038843990336466165470647234 
99979613234340302185705218783667634578951073298287 
51579452157716521396263244383990184845609357626020 


Mini-exercices 


. À la calculette, calculer les trois premières étapes pour une approximation de 3, sous 
forme de nombres rationnels. Idem avec Ÿ2. 


. Implémenter la méthode de Newton, étant données une fonction f et sa dérivée f’. 
. Calculer une approximation des solutions de l'équation x? + 1 = 3x. 


. Soit a > 0. Comment calculer 1 par une méthode de Newton ? 


. Calculer n de sorte que un — V10 < 107° (avec uo = 4, Un+1 = i (un + £), a = 10). 
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Exercices @ Calculs d’intégrales 


Motivation 


Nous allons introduire l'intégrale à l’aide d’un exemple. Considérons la fonction exponentielle 
f(x) = e*. On souhaite calculer laire en-dessous du graphe de f et entre les droites d’équation 
(x = 0), (x = 1) et l’axe (Ox). 


Nous approchons cette aire par des sommes d’aires des rectangles situés sous la courbe. Plus 

précisément, soit n > 1 un entier; découpons notre intervalle [0,1] à l’aide de la subdivision 
1 2 i -1 

(0 T eD 


Swm On? 


On considère les «rectangles inférieurs» Æ; , chacun ayant pour base l'intervalle [EE t] et pour 


hauteur f (5) =e®-Dn, Lentier i varie de 1 à n. Laire de Z; est «base x hauteur» : (À - i1) x 


; £ 
er ne ler. 
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je =: i inn 1 
en 1 Ne | 11-{er = 
x =-=} (er) = l ) E T (e-1) E e—1. 
i=1 n izi n l-er en—1 
. . . x . . 
Pour la limite on a reconnu l’expression du type e1 PE 1 (avec ici x = D. 
X— 
Soit maintenant les «rectangles supérieurs» R, ayant la même base [, +] mais la hauteur 


f(À) = ein, Un calcul similaire montre que = er — e — 1 lorsque n — +00. 

L'aire æ de notre région est supérieure à la somme des aires des rectangles inférieurs ; et elle est 
inférieure à la somme des aires des rectangles supérieurs. Lorsque l’on considère des subdivisions 
de plus en plus petites (c’est-à-dire lorsque l’on fait tendre n vers +co) alors on obtient à la limite 
que l’aire æ de notre région est encadrée par deux aires qui tendent vers e — 1. Donc l’aire de notre 


région est # =e-1. 


y Faad 


Voici le plan de lecture conseillé pour ce chapitre : il est tout dabord nécessaire de bien comprendre 
comment est définie l'intégrale et quelles sont ses principales propriétés (parties 1 et 2). Mais il 
est important d'arriver rapidement à savoir calculer des intégrales : à l’aide de primitives ou par 
les deux outils efficaces que sont l'intégration par parties et le changement de variable. 

Dans un premier temps on peut lire les sections 1.1, 1.2 puis 2.1, 2.2, 2.3, avant de s'attarder lon- 
guement sur les parties 3, 4. Lors d’une seconde lecture, revenez sur la construction de l'intégrale 
et les preuves. 

Dans ce chapitre on s’autorisera (abusivement) une confusion entre une fonction f et son ex- 
pression f(x). Par exemple on écrira «une primitive de la fonction sinx est — cosx » au lieu «une 
primitive de la fonction x — sinx est x— — cosx ». 
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1. L'intégrale de Riemann 


Nous allons reprendre la construction faite dans l’introduction pour une fonction f quelconque. Ce 
qui va remplacer les rectangles seront des fonctions en escalier. Si la limite des aires en-dessous 
égale la limite des aires au-dessus on appelle cette limite commune l’intégrale de f que l’on note 
JÉ f(x)dx. Cependant il n’est pas toujours vrai que ces limites soit égales, l'intégrale n’est donc 
définie que pour les fonctions intégrables. Heureusement nous verrons que si la fonction f est 
continue alors elle est intégrable. 


y=f(x) 


1.1. Intégrale d’une fonction en escalier 


Définition 69 


Soit [a,b] un intervalle fermé borné de R (-c <a < b < +). On appelle une subdivision de 
[a,b] une suite finie, strictement croissante, de nombres Z = (x0,x1,...,xh) telle que xo = a et 
Xn = b. Autrement dit a = xo < x1 < ... < Xn =b. 


Définition 70 


Une fonction f : [a,b] — R est une fonction en escalier s’il existe une subdivision 
(xo,x1,...,Xn) et des nombres réels c1,...,c, tels que pour tout i € {1,...,n} on ait 


vx elxi-1;xil f(x)=c; 


Autrement dit f est une fonction constante sur chacun des sous-intervalles de la subdivision. 
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Remarque 


La valeur de f aux points x; de la subdivision n’est pas imposée. Elle peut être égale à celle 
de l’intervalle qui précède ou de celui qui suit, ou encore une autre valeur arbitraire. Cela n’a 
pas d'importance car l'aire ne changera pas. 


c7 


C5 


Définition 71 


à ; ; FC : 1 rb 7 
Pour une fonction en escalier comme ci-dessus, son intégrale est le réel fy f(x) dx défini par 


b n 
f f(x)dx= Ÿ cil(xi-xi-1) 
a i=1 


Remarque 


Notez que chaque terme c;(x; —- x;_1) est l’aire du rectangle compris entre les abscisses x;_1 
et x; et de hauteur c;. Il faut juste prendre garde que l’on compte l’aire avec un signe «+» si 
ci > 0 et un signe «—» si c; < 0. 

L'intégrale d’une fonction en escalier est laire de la partie située au-dessus de laxe des 
abscisses (ici en rouge) moins l’aire de la partie située en-dessous (en bleu). L'intégrale d’une 
fonction en escalier est bien un nombre réel qui mesure laire algébrique (c’est-à-dire avec 
signe) entre la courbe de f et l’axe des abscisses. 


1.2. Fonction intégrable 


Rappelons qu’une fonction f :[a,b] — R est bornée s’il existe M > 0 tel que : 
Vxela,b] -M<f(x)<M. 
Rappelons aussi que si l’on a deux fonctions f,g : [a,b] — R, alors on note 
fsg = Vxela,b]l f(x)< g(x). 


On suppose à présent que f : [a,b] — R est une fonction bornée quelconque. On définit deux 
nombres réels : 


b 
I (f) = sup{ f (x) dx | b en escalier et b < f} 
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b 
I*A) = int} f (x) dx | p en escalier et p > r} 


Pour I (f) on prend toutes les fonctions en escalier (avec toutes les subdivisions possibles) qui 
restent inférieures à f. On prend laire la plus grande parmi toutes ces fonctions en escalier, 
comme on n’est pas sûr que ce maximum existe on prend la borne supérieure. Pour 1*(f) cest le 
même principe mais les fonctions en escalier sont supérieures à f et on cherche Paire la plus petite 
possible. 

Il est intuitif que l’on a : 


Proposition 86 


rPI). 


Les preuves sont reportées en fin de section. 


Définition 72 


Une fonction bornée f : [a,b] — R est dite intégrable (au sens de Riemann) si I~ (f) =I* (f). 
On appelle alors ce nombre l'intégrale de Riemann de f sur [a,b] et on le note f i2 f(x)dx. 


Exemple 114 


— Les fonctions en escalier sont intégrables ! En effet si f est une fonction en escalier alors 
la borne inférieure I7 (f) et supérieure 1*(f) sont atteintes avec la fonction ¢ = f. Bien 
sûr lintégrale f k f(x)dx coïncide avec l'intégrale de la fonction en escalier définie lors 
du paragraphe 1.1. 

— Nous verrons dans la section suivante que les fonctions continues et les fonctions mono- 
tones sont intégrables. 

— Cependant toutes les fonctions ne sont pas intégrables. La fonction f : [0,1] — R dé- 
finie par f(x) = 1 si x est rationnel et f(x) = 0 sinon, n’est pas intégrable sur [0,1]. 
Convainquez-vous que si p est une fonction en escalier avec  < f alors D < 0 et que 
si ọ > f alors p > 1. On en déduit que 17(f) = 0 et 1*(f) = 1. Les bornes inférieure et 
supérieure ne coïncident pas, donc f n’est pas intégrable. 
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Il n’est pas si facile de calculer des exemples avec la définition. Nous allons vu l'exemple de la 
fonction exponentielle dans l’introduction où nous avions en fait montré que Í e” dx =e- 1. Nous 
allons voir maintenant lexemple de la fonction f(x) = x?. Plus tard nous verrons que les primitives 
permettent de calculer simplement beaucoup d’intégrales. 


Exemple 115 
Soit f : [0,1] > R, f(x) = x2. Montrons qu’elle est intégrable et calculons i f(x)dx. 


y 


NE 


0 n=5 1 
Soit n > 1 et considérons la subdivision régulière de [0,1] suivante Z = (0, 1, m i n z i 1). 
Sur l'intervalle [ 1, À] nous avons 
li i-1)2 -2 [i2 
VxE a (F) <x <(ż) è 
Nous construisons une fonction en escalier D” en-dessous de f par p~ (x) = is sixe [i L, + 


(pour chaque i = 1,...,n) et pb (1)=1. De même construisons une en escalier p* 
1, if (pour chaque i = 1,...,n) et p+(1)= 1. @ 
et b* sont des fonctions en escalier pa lonap <f<p. 


au-dessus de f définie par +(x) = Esixe [= 


L'intégrale de la fonction en escalier p* est par définition 


1 n ;2/[; | n ;2 n 
iffi i-l i1 1 .9 
p'(x)dx= 5E-5)- =). 
Í > n?\n n 2 n?n nè à 
On se souvient de la formule X7_. i= ner, et donc 


y = Te = G@+1)@n+1) 


De même pour la fonction D 


DE _(n-1)n(2n-1)  (n-1)(2n -1) | 
re 6n° E 6n? 


121 1 
[roas $E 


i=1 n? n 


Intégrales [223 


Maintenant I~ (f) est la borne supérieure sur toutes les fonctions en escalier inférieures à f 
donc en particulier 17(f) > fè p(x) dx. De même 1*(f)< Le p*(x) dx. En résumé : 


(n—1)(2n—1) 


6n2 E ` 


1 1 
Í Padas rPI | p*{x) dx = 7 
0 0 6n 


Lorsque l’on fait tendre n vers + alors les deux extrémités tendent vers z. On en déduit 
que 17(f)=1*(f)= L Ainsi f est intégrable et fax? dx = L 


1.3. Premières propriétés 


Proposition 87 


1. Si f : [a,b] — R est intégrable et si l’on change les valeurs de f en un nombre fini de 
points de [a,b] alors la fonction f est toujours intégrable et la valeur de l'intégrale 
i f(x)dx ne change pas. 


2. Si f : [a,b] — R est intégrable alors la restriction de f à tout intervalle [a',b'] c [a,b] est 
encore intégrable. 


1.4. Les fonctions continues sont intégrables 
Voici le résultat théorique le plus important de ce chapitre. 
Théorème 32 


Si f : [a,b] — R est continue alors f est intégrable. 


La preuve sera vue plus loin mais l’idée est que les fonctions continues peuvent être approchées 


d'aussi près que l’on veut par des fonctions en escalier, tout en gardant un contrôle d’erreur 


uniforme sur l'intervalle. 


Une fonction f : [a,b] — R est dite continue par morceaux sil existe un entier n et une subdi- 


vision (xo,...,%n) telle que fix; ı,x;{ Soit continue, admette une limite finie à droite en x;-1 et une 
limite à gauche en x; pour tout i € {1,... n}. 


y 
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Corollaire 17 


Les fonctions continues par morceaux sont intégrables. 


Voici un résultat qui prouve que l’on peut aussi intégrer des fonctions qui ne sont pas continues à 
condition que la fonction soit croissante (ou décroissante). 


Théorème 33 


Si f : [a,b] — R est monotone alors f est intégrable. 


Les preuves 


Les preuves peuvent être sautées lors d’une première lecture. Les démonstrations demandent 
une bonne maîtrise des bornes sup et inf et donc des «epsilons». La proposition 86 se prouve en 
manipulant les «epsilons». Pour la preuve de la proposition 87 : on prouve d’abord les propriétés 
pour les fonctions en escalier et on en déduit qu’elles restent vraies pour les fonctions intégrables 
(cette technique sera développée en détails dans la partie suivante). 

Le théorème 32 établit que les fonctions continues sont intégrables. Nous allons démontrer une 
version affaiblie de ce résultat. Rappelons que f est dite de classe €! si f est continue, dérivable 
et f' est aussi continue. 


Théorème 34. Théorème 32 faible 


Si f :[a,b] — R est de classe €! alors f est intégrable. 


Démonstration 


Comme f est de classe €! alors f’ est une fonction continue sur l'intervalle fermé et borné [a,b]; f' 
est donc une fonction bornée : il existe M > 0 tel que pour tout x € [a,b] on ait |f'(x)| < M. 
Nous allons utiliser l'inégalité des accroissements finis : 


Vx,yela,bl If) -fy < Mlx- yl. (x) 


Soit € > 0 et soit (xo,x1,...,xA) une subdivision de [a,b] vérifiant pour tout i =1,...,n : 
O<xi-x; _1<E. (xx) 


Nous allons construire deux fonctions en escalier p7, p" : [a,b] — R définies de la façon suivante : pour 
chaque i = 1,...,n et chaque xe[x;_1,x;l on pose 


ci=p a), inf FE et di=ġp*(x)= sup ft) 


Elxi-1,xi telxi-1,xil 


et aussi D (b) = p*(b)= f(b). p~ et b* sont bien deux fonctions en escalier (elles sont constantes sur 
chaque intervalle [x;_:,x;[). 
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= 
ri + y f(x) 
g 
$ r 
ae í 
' 
s : 
` ' 
TEA S A 
a $ [2 
Li + + 
di-1 Xi x 
LR 
LC 


De plus par construction on a bien # < f <p* et donc 


b b 
f e a a f Oda. 


En utilisant la continuité de f sur l'intervalle [x;-1, xi], on déduit lexistence de a;,b; € [xi-1, xi] tels que 
f(ai)= ci et f(b;) = di. Avec (x) et (xx) on sait que d;-c; = f(bi)-f(ai)< M|bi—cil s M(xi—xi-1) s Me 
(pour tout i = 1,...,n). Alors 


ME(x;-x;_1)=Me(b -a) 
1 


l 


[ p*(x) de- [| p'(x) dx < 


n 
Ainsi 0 <1*(f)-17(f)< Me(b-—a) et lorsque l’on fait tendre £ — 0 on trouve 1*(f) = 17 (f), ce qui prouve 
que f est intégrable. 


La preuve du théorème 33 est du même style et nous l’omettons. 


Mini-exercices 


. Soit f : [1,4] — R définie par f(x) = 1 si x € [1,21, f(x) = 3 si x € [2,80 et f(x) = -1 si 
x e [3,4]. Calculer f? f(x) dx, fE f(x) dx, JŸ f(x) dx, S? f(x) dx, SË f) dx. 


. Montrer que fe x dx = 1 (prendre une subdivision régulière et utiliser }7_} i = natD), 


. Montrer que si f est une fonction intégrable et paire sur l'intervalle [-a,a] alors 
ue f(x) dx =2 io f(x) dx (on prendra une subdivision symétrique par rapport à Pori- 
gine). 

. Montrer que si f est une fonction intégrable et impaire sur lintervalle [-a,a] alors 
JS fœ)dx=0. 

. Montrer que tout fonction monotone est intégrable en s'inspirant de la preuve du théo- 
rème 34. 


2. Propriétés de l’intégrale 


Les trois principales propriétés de l'intégrale sont la relation de Chasles, la positivité et la linéarité. 


2.1. Relation de Chasles 
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Proposition 88. Relation de Chasles 


Soient a < c < b. Si f est intégrable sur [a,c] et [c,b], alors f est intégrable sur [a,b]. Et on a 


[rare f fodas [rod 


Pour s’autoriser des bornes sans se préoccuper de l’ordre on définit : 


a a b 
['rœax-0 et pour a <b | fœds=-f f(x)dx. 


Pour a,b,c quelconques la relation de Chasles devient alors 


b c b 
['rœax- | fads | f(x)dx 


2.2. Positivité de l'intégrale 


Proposition 89. Positivité de l’intégrale 


Soit a < b deux réels et f et g deux fonctions intégrables sur [a,b]. 


b b 
Sif <g alors | rœax< | gx) dx 


En particulier l'intégrale d’une fonction positive est positive : 


b 
Si f>0 alors [iroa] 
a 


2.3. Linéarité de l’intégrale 


Proposition 90 


Soient f,g deux fonctions intégrables sur [a,b]. 
1. f +g est une fonction intégrable et SEF + g)(x) dx = 1 f(x) dx + E g(x) dx. 
2. Pour tout réel À, Af est intégrable et on a fe Af(x) dx = af? f(x)dx. 
Par ces deux premiers points nous avons la linéarité de intégrale : pour tous réels 
À, 4 


b b b 
[rc + gt) dx = 2 | Fadx+u | gx) dx 


3. f xg est une fonction intégrable sur [a,b] mais en général SÉE) dx# de f(x) dx)( f? gx) dx). 


4. |f| est une fonction intégrable sur [a,b] et 


If roas 


b 
<Í [fGx)| dx 
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À À 


Exemple 116 


1 à 1 j 1 1 10 
f (7x -e")dx=1 | x“ dx - f e” dx=7 (e—1)= e 
0 0 0 3 3 


Nous avons utilisé les calculs déjà vus : Jå x? dx = i et Jå e*dx=e-l1. 


Exemple 117 


Soit I, = [” 102 dx. Montrons que I, — 0 lorsque n — +00. 
1 


1+x7 
n : n : n n 
f aa dx| < f Lainaa ste] dx <f -2 dx <f 1 dx 
1 l+x” 1 l+x” 1 l+x” 1 x” 


Il ne reste plus qu’à calculer cette dernière intégrale (en anticipant un peu sur la suite du 


Inl = 


chapitre) : 
n n”+1 1 


1 -n+1 -n+1 n=+œ 


(carn "10 et - 


Remarque 


Notez que même si f x g est intégrable on a en général SEFE) dx # (S? f(x) dx)( f? g(x) dx). 
Par exemple, soit f : [0,1] — R la fonction définie par f(x) = 1 si x € [0, let f(x) = 0 sinon. Soit 
g :[0,1]— R la fonction définie par g(x)=1sixe [à, 1[ et g(x) = 0 sinon. Alors f(x) x g(x) = 0 
pour tout x € [0, 1] et donc i f(x)g(x)dx = 0 alors que h f(x)dx = à et je g(x) dx = 1. 


2.4. Une preuve 


Nous allons prouver la linéarité de l’intégrale : [Af = Aff et ff +g = [ f + [g. L'idée est la 
suivante : il est facile de voir que pour des fonctions en escalier l'intégrale (qui est alors une 
somme finie) est linéaire. Comme les fonctions en escalier approchent autant qu’on le souhaite les 
fonctions intégrables alors cela implique la linéarité de l’intégrale. 


Démonstration Preuve de [Af =1/ff 


Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable et 1 ER. Soit € > 0. 
Il existe D et p* deux fonctions en escalier approchant suffisamment f, avec D < f < p* : 


b b b b 
f f(x)dx -e€ <Í D (x)dx et f p'(x)dx <Í f(x)dx +e G) 


Quitte à rajouter des points, on peut supposer que la subdivision (xo,x1,...,xA) de [a,b] est suffisam- 
ment fine pour que @ et b* soient toutes les deux constantes sur les intervalles ]x;-1,x;[; on note c7 
et ci leurs valeurs respectives. 

Dans un premier temps on suppose À > 0. Alors Ab et Ab* sont encore des fonctions en escalier 
vérifiant Ad < Af < Aġ*. De plus 


b n n b 
f Ap (x) dx = $ Ac; (xi —xj-1)= A} c(i —X;_1)= af D (x) dx 
a i=1 i=1 a 
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De même pour p*. Ainsi 


b b 
1 f D (x)dx<I (Af)<I (Af)<A f p*(x) dx 


En utilisant les deux inégalités (t) on obtient 
b b 
af f(x)dx -Ae <I (Af)<I™(Af)< af f(x)dx +Ae 
a a 


Lorsque l’on fait tendre £ — 0 cela prouve que I7 (Af) =1*(Af), donc Af est intégrable et Je Af (x) dx = 
À e f(x)dx. Si A <0 on a Ap* < Af < Ab et le raisonnement est similaire. 
Démonstration Preuve de [f+g=ff+fe 


Soit € > 0. Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions intégrables. On définit deux fonctions en escalier 
p*,p pour f et deux fonctions en escalier w*,y" pour g vérifiant des inégalités similaires à (f) de 
la preuve au-dessus. On fixe une subdivision suffisamment fine pour toutes les fonctions +,y*. On 
note cd- les constantes respectives sur l'intervalle ]x;_1,x;l. Les fonctions D +y” et b*+wy* sont 
en escalier et vérifient D +y” < f +g <d*+w*. Nous avons aussi que 


b n b b 
f GT +de = Y (e7 + Xei -zi = | podes | y (x) dx 
a i=l a a 
De même pour p*+w*. Ainsi 
b b b b 
f podas | Wades TFD E+ | podas | y*(x) dx 
Les conditions du type (t) impliquent alors 
b b b b 
f faax+ | g(x)dx -2e <T(+p<rp+a< | faax+ | g(x) dx +2e 


Lorsque e — 0 on déduit 1-(f+g)=1*(f+g), donc f +g est intégrable et f? (f(x)+g(x)) dx = f? f(x) dx+ 
LP edx. 


Mini-exercices 


1 
n+l’ 
aix +ao. Trouver un polynôme P(x) non nul de degré 2 dont l'intégrale est nulle : 


JPG) dx = 0. 


1. En admettant que i Ut — Calculer l'intégrale JPG) dx où P(x)=anx" +--+ 


2 
2. A-t-on f? f(x)? dx = ( SPF dx) ; LP VF dx = y f? Fœ dx; SPIFO dx = | [P f(x) dx 
SIFE) +g) da = |È fdal + |S? ga) dx]? 


3. Peut-on trouver a < b tels que fPx dx=-1; E xdx=0; iE x dx = +1? Mêmes questions 
avec f? x? dx. 


4. Montrer que 0 < f?sin?x dx < 1 et Jè cos? x dal <|b-al. 


3. Primitive d’une fonction 


3.1. Définition 
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Définition 73 


Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle Z quelconque. On dit que F : I —R est 
une primitive de f sur I si F est une fonction dérivable sur I vérifiant F'(x) = f(x) pour tout 
xel. 


Trouver une primitive est donc l’opération inverse de calculer la fonction dérivée. 
Exemple 118 
1. Soit I =R et f :R—R définie par f(x) = x2. Alors F : R > R définie par F(x) = est une 
primitive de f. La fonction définie par F(x) = a +1 est aussi une primitive de f. 
2. Soit I =[0,+cof et g : I — R définie par g(x) = yx. Alors G : I — R définie par G(x) = 2x2 
est une primitive de g sur I. Pour tout c € R, la fonction G +c est aussi une primitive de 
g. 


Nous allons voir que trouver une primitive permet de les trouver toutes. 


Proposition 91 


Soit f : I — R une fonction et soit F : I — R une primitive de f. Toute primitive de f s'écrit 
G=F+coùcER. 


Démonstration 


Notons tout d’abord que si l’on note G la fonction définie par G(x) = F(x)+ c alors G'(x) = F'(x) mais 
comme F'(x) = f(x) alors G'(x) = f(x) et G est bien une primitive de f. 

Pour la réciproque supposons que G soit une primitive quelconque de f. Alors (G — F)! (x) = G'(x)-— 
F'(x) = f(x)- f(x) = 0, ainsi la fonction G -F a une dérivée nulle sur un intervalle, c’est donc une 
fonction constante ! Il existe donc c € R tel que (G — F X(x) = c. Autrement dit G(x) = F(x) + c (pour tout 
xel). 


Notations On notera une primitive de f par f f(t) dt ou f f(x) dx ou f f(u) du (les lettres #,x,u,… 
sont des lettres dites muettes, c’est-à-dire interchangeables). On peut même noter une primitive 
simplement par ff. 

La proposition 91 nous dit que si F est une primitive de f alors il existe un réel c, tel que F = 
Jf@dt+e. 

Attention : f f(t) dt désigne une fonction de I dans R alors que l'intégrale f f(t) dt désigne un 
nombre réel. Plus précisément nous verrons que si F est une primitive de f alors f > f(®) dt = 
F(b)- F(a). 


Par dérivation on prouve facilement le résultat suivant : 


Proposition 92 


Soient F une primitive de f et G une primitive de g. Alors F +G est une primitive de f +g. 
Et si A€ R alors AF est une primitive de Af. 


Une autre formulation est de dire que pour tous réels 4, u on a 


J'arto +ugt) di=1 | rodt+u | eoat 
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3.2. Primitives des fonctions usuelles 


Je*dx=e*+c surR 


Jcosxdx=sinx+ce surR 


fsinxdx=-cosx+e surR 


ynt 


[x dx= 


Te (neN) surR 


fx" dx= mte (a € R\ {-1}) sur ]0, +oo[ 


Jłdx=lnl|z|+c sur ]0,+oo[ ou ]— 00, 0[ 


fshxdx=chx+ce, fchxdx=shx+ce surR 


S£ =arctanx+c sur R 


arcsinx +c 
= -1,1 
Eej ooo peat 
fa _ | argshx+c uci 
Ver 1 | In(x+Vx2+1)+c 
argchx +c 
e]1,+ 
LÉ EOR D 


Remarque 


Ces primitives sont à connaître par cœur. 

1. Voici comment lire ce tableau. Si f est la fonction définie sur R par f(x) = x” alors la 
fonction : x —> e est une primitive de f sur R. Les primitives de f sont les fonctions 
aetimies par x + a +c (pour c une constante réelles quelconque). Et on écrit fx” dx = 
—+coùceR. 

2. Souvenez vous que la hoc sous le symbole intégrale est une variable muette. On 
peut aussi bien écrire ft” dt = i +c. 

3. La constante est définie pour un intervalle. Si l’on a deux intervalles, il y a deux 
constantes qui peuvent être différentes. Par exemple pour f 1 dx nous avons deux 
domaines de validité : Jı =]0, +co[ et I2 =] —-0c0,0[. Donc Ji dx =]lnx+cı si x>0 et 
SE dx=In|x|+co=In(-x)+0co si x < 0. 

4. On P trouver des primitives aux allures très différentes par ee x neona et 


2 v 5 
sait que arcsinx + arccosx = %, donc les primitives diffèrent bien d’ une constante ! 


3.3. Relation primitive-intégrale 
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Théorème 35 


Soit f : [a,b] — R une fonction continue. La fonction F : I — R définie par 


RQ = f rod ] 


est une primitive de f, c’est-à-dire F est dérivable et F'(x) = f(x). 
Par conséquent pour une primitive F quelconque de f : 


b 
f fŒ) dt =F(b)-F(a) 


Notation. On note [F] = F(b)-F(a). 
Exemple 119 


Nous allons pouvoir calculer plein d’intégrales. Recalculons d’abord les intégrales déjà ren- 


contrées. 


1. Pour f(x) = e* une primitive est F(x) = e* donc 
1 1 
f edx=[e*|,=e -e°=e-1. 
0 
2. Pour g(x) = x? une primitive est G(x) = - donc 
1 
2 3111 
n x dx=[5]l=5 


: t=x . . tie 
3. [cost dt = [sint]; = sinx -sina est une primitive de cosx. 


4. Si f estimpaire alors ses primitives sont paires (le montrer). En déduire que f“, f(t) dt = 
0. 


Remarque 


1. F(x) = fY f(t) dt est même l’unique primitive de f qui s’annule en a. 


2. En particulier si F est une fonction de classe €! alors Jè F'(t)dt = F(b)-F(a) ] 


3. On évitera la notation fy f(x) dx où la variable x est présente à la fois aux bornes et à 


l'intérieur de l’intégrale. Mieux vaut utiliser la notation ff f(t) dt ou ff f(u) du pour 
éviter toute confusion. 


4. Une fonction intégrable n’admet pas forcément une primitive. Considérer par exemple 
f :[0,1] — R définie par f(x) = 0 si x € [0, Het f(x)=1sixe [5,1]. f est intégrable sur 
[0,1] mais elle n’admet pas de primitive sur [0, 1]. En effet par l’absurde si F était une 
primitive de F, par exemple la primitive qui vérifie F(0) = 0. Alors F(x) = 0 pour x € [0, 4I 
et F(x)=x- 1 pour x € [ż, 1]. Mais alors nous obtenons une contradiction car F n’est pas 
dérivable en à alors que par définition une primitive doit être dérivable. 
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Démonstration 


Essayons de visualiser tout d’abord pourquoi la fonction F est dérivable et F'(x) = f(x). 


f(xo) 


Fixons x9 € [a,b]. Par la relation de Chasles nous savons : 
Fa) -Fo = | rodt- | 'fOdt= | rodt+ | rode= | fdt 
a a xo a xo 


Donc le taux d’accroissement 


FG@)=F(xo) _ 1 ['roa- A 
x— xo x— xo Jxo x— xo 


où <æ est l’aire hachurée (en rouge). Mais cette aire hachurée est presque un rectangle, si x est suffi- 
samment proche de xo, donc l’aire 7 vaut environ (x—xo)x f (xo) lorsque x — xo le taux d’accroissement 
tend donc vers f (xo). Autrement dit F'(xọ) = f (xo). 


Passons à la preuve rigoureuse. Comme f (xo) est une constante alors I f(xo) dt = (x — xo)f (xo), donc 


F(x) — F(xo) S 
x— xo 


1 x 1 x 1 z 
a f oa ES f F0) dé = — f (FO - fo) dt 
X — X0 Jxo X — X0 Jxo X — XO Jxo 


Fixons € > 0. Puisque f est continue en xo, il existe ô > 0 tel que (|t - xo] < ô => [f(#) — f(xo)l < €). 


Donc : 
1 x 
f eat| =E 
xo 


x- xo 


1 
|x — xol 


F(x) — F(xo) 
x— xo 


< 


< — 


|x — xol 


fx) = | f a 


f PO- fadi 
xo 


Ce qui prouve que F est dérivable en xo et F'(xo) = f (xo). 


Maintenant on sait que F est une primitive de f, F est même la primitive qui s’annule en a car 
F(a)= Ji f(t)dt = 0. Si G est une autre primitive on sait F =G +c. Ainsi 


b 
G(b)-G(a) = F(b) + c- (F(a) + c) = F(b) - F(a) = F(b) = f f@) dt. 


3.4. Sommes de Riemann 


L'intégrale est définie à partir de limites de sommes. Mais maintenant que nous savons calculer 
des intégrales sans utiliser ces sommes on peut faire le cheminement inverse : calculer des limites 
de sommes à partir d’intégrales. 
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Théorème 36 


La somme S, s’appelle la somme de Riemann associée à l'intégrale et correspond à une subdi- 


vision régulière de l'intervalle [a,b] en n petits intervalles. La hauteur de chaque rectangle étant 
évaluée à son extrémité droite. 
Le cas le plus utile est le cas où a = 0, b = 1 alors bu = 1 et f(a +k) = f(E) et ainsi 


n 1 
ED — [roa 


k=1 


FE) - 


Exemple 120 


Calculer la limite de la somme S, = die 1 + F 
Li _1,1 1,1 
On a S1= 53, S52=3 +3, 8S3= st sg S455 Fos Hé. 
La somme S, s'écrit aussi Sy = 13" —Ł. En posant f(x) =, a =0 et b = 1, on reconnaît 
n &k=1 1+% P 1+x 


que S, est une somme de Riemann. Donc 


n b 1 1 
=1 5 f(t) — fadx= | Tpz dx = [ni +]; =n2-In1 = In2. 


Ainsi Sy — In2 (lorsque n — +co). 


Mini-exercices 


1. Trouver les primitives des fonctions : x? — x", cosx + expx, sin(2x), 1+ vx + x, m ÿx, 
Le 
x+1° 


Si 
2. Trouver les primitives des fonctions : ch(x)-sh(5), — rz: ro VeA 
3. Trouver une primitive de x2e* sous la forme (ax? + bx + che“. 


4. Trouver toutes les primitives de x — 4 (préciser les intervalles et les constantes). 


5. Calculer les intégrales is x” dx, s E5, li l- dx, fe + de 


er 


6. Calculer la limite (lorsque n — +00) de la somme Sn = Le 0 . Idem avec S, = 


n 
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4. Intégration par parties - Changement de variable 


Pour trouver une primitive d’une fonction f on peut avoir la chance de reconnaître que f est la 
dérivée d’une fonction bien connue. C’est malheureusement très rarement le cas, et on ne connaît 
pas les primitives de la plupart des fonctions. Cependant nous allons voir deux techniques qui 
permettent des calculer des intégrales et des primitives : l'intégration par parties et le changement 
de variable. 


4.1. Intégration par parties 


Théorème 37 


Soient u et v deux fonctions de classe €! sur un intervalle [a,b]. 


b b b 
f u(x)v'(x) dx = [uv]; -f u'(x)v(x) dx 


Notation. Le crochet [F]? est par définition [F]? = F(b)- F(a). Donc [uv]? = u(b)u(b) — u(a)v(a). 
Si l’on omet les bornes alors [F] désigne la fonction F + c où c est une constante quelconque. 
La formule d'intégration par parties pour les primitives est la même mais sans les bornes : 


f uawadz= [uv] - farce dx 


La preuve est très simple : 


Démonstration 


On a (uv) =u'v +uv'. Donc f?(u'v +uv!)= f?(uv) = [uv]? D'où f? uv! = [uv]? - f? u'v. 


L'utilisation de l'intégration par parties repose sur l’idée suivante : on ne sait pas calculer direc- 
tement lintégrale d’une fonction f s’écrivant comme un produit f(x) = u(x)v'(x) mais si l’on sait 
calculer lintégrale de g(x) = u'(x)v(x) (que l’on espère plus simple) alors par la formule d’intégra- 
tion par parties on aura l'intégrale de f. 


Exemple 121 


1. Calcul de k xe” dx. On pose u(x) = x et v'(x) = e*. Nous aurons besoin de savoir que 
u'(x)= 1 et qu’une primitive de v’ est simplement v(x) = e*. La formule d'intégration par 
parties donne : 

i xe*dx = fju(x)v/(x) dx 
= [GG] - fa uem) dx 
= [xe]; - fý l-e" dx 
= (1-e1-0-e0)- [e*]} 
= e-(e!-e?) 
= 1 


2. Calcul de ff xlnx dx. 
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3. Calcul de farcsinx dx. 
Pour déterminer une primitive de arcsinx nous faisons artificiellement apparaître un 
produit en écrivant arcsinx = 1 -arcsinx pour appliquer la formule d'intégration par 


parties. On pose u = arcsinx, v’ = 1 (et donc u/ = = et v = x) alors 
—X 


dx=[xaresinx]-[-V1-x2] = xarcsinx+ v 1- x?+c 


J taresinz dx = [xarcsinx|- 


x 
J V1-x2 
4. Calcul de fxe" dx. On pose u = x? et v' = e* pour obtenir : 


fee dx = [x?e*] -2 f xe" dx 


On refait une deuxième intégration par parties pour calculer 


fre ax- jet] | e" dx = (x De +e 
fee dx= (x? —2x+2)e* +c. 


Exemple 122 


1 sin(nx) 
x+n 


Nous allons étudier les intégrales définies par 7, = Í dx, pour tout entier n > 0. 
0 


1. Montrer que 0 < In+1 < In. 


Pour 0<x<l,ona0<x+n<x+n+1let sin(rx) > 0, donc 0 < sna) < sue D'où 
0<1,+1<1, par la positivité de l'intégrale. 
2. Montrer que 1, < ln == nel . En déduire lim, 1». 
De 0 < sin(rx) < 1, on a Sa) € 1 —. D'où 0<]I; < Ji 2 dx = [In(x+n)]4 =m — 0. 
3. Calculer lim, nñn1h. 
Nous allons faire une intégration par parties avec u = + et v' = sin(rx) (et donc u' 


RE et u = — 1 cos(7x)) | 


1 1 
nl =n | 
0 x+n 


Il nous reste à évaluer J, = f} 22 q 


0 Gn d 
n 
|z 
JE 


1 1 
n |cos(zx)| n 1 n 
<2 Ldt —z dr =- 
T7 Jo (x+n) 7 Jo (x+n) T 
Donc lim, _n1n=lim} 1 EEE +2 Tdn= 


À 1 1 1 
-2 f ara UD H sr 
o (x 


Sosi) 0o T a(n+l) m zx 


1 
sin(rx) dx = zi - 
m\|x+n 


1 
x+n 


À a1 1 1) 1 1 
= — | —-——— + -|= — —>0 
o AZ\ l+n n} nn+1 


1 2 
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4.2. Changement de variable 


Théorème 38 


Soit f une fonction définie sur un intervalle I et ọ : J — I une bijection de classe €!. Pour 
tout a,b € J 


b 
a Í Fl) p'O dt 


pla) 


Si F est une primitive de f alors F op est une primitive de (fo). 


pisi un moyen simple de s’en souvenir. En effet si k note x = p(t) alors par dérivation on obtient 
= p'(t) donc dx = p'(t) dt. D'où la substitution has gia) ) f(x) dx = J? FEAP Hdt. 


Démonstration 


Comme F est une primitive de f alors F'(x) = f(x) et par la formule de la dérivation de la composition 
Fopona 
(Fop)(t)=F(pE)p'(E) = FA'E). 


Donc F op est une RATE de floto (t). 
p(b) 
Pour les intégrales : [ f(gE)g'&)dt= [Fo pl? = = F(4(b)) - F(p{a)) = El = P f f(x) dx. 


Remarque 


Comme est une bijection de J sur g(J), sa réciproque 7t existe et est dérivable sauf quand 
ọ s’annule. Si p ne s’annule pas, on peut écrire t = p"l(x) et faire un changement de variable 
en sens inverse. 


Exemple 123 


Calculons la primitive F = ftant dt. 


F= ftantat= | ar. 
cost 


On reconnaît ici une forme w (avec u = cost et u' = -sin t) dont une primitive est ln |u|. Donc 
F= J-#£ =-[Inlul] =-Inlul+c=-In|cost|+c. 


Nous allons reformuler tout cela en terme de changement de variable. Notons (t) = cost alors 
p'(t)=-sint, donc 
KA 


d 
PTS 


Si f désigne la fonction définie par f(x) = L, qui est bijective tant que x # 0; alors F = 
— f pP'(ÐFf(y(t)) dt. En posant x = p(t) et donc dx = p'(t)dt, on reconnaît la formule du change- 
ment de variable, par conséquent 


1 
Fog! =- [radar f Ždr=-misi+e. 
X 


Comme x = p(t) = cost, on retrouve bien F(t) =-—l1n|cost| +c. 
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Remarque : pour que l'intégrale soit bien définie il faut que tant soit définie, donc t # 5 mod x. 
La restriction d’une primitive à un intervalle ]J-5+k7,%+knl est donc de la forme —-In|cost|+c. 
Mais la constante c peut être différente sur un intervalle différent. 


Exemple 124 


Calcul de f}? dx. 


x 
(d-x2)72 
Soit le changement de variable u = (x) = 1- x°. Alors du = ọ'(x) dx = -2x dx. Pour x = 0 on a 
u = (0) = 1 et pour x = 4 onau= oG) = 3, Comme g'(x) = —2x, p est une bijection de [0, 3] 


sur [0, 3], Alors 


e, 
12 dx B de 3/4 -32g B 1 5 _2138/4 _ 1 3/4 1 i= 

23/2 — 32 — 9 u ae Lun Fe =- -1s 
o (1—x) 1 u 2 J1 2 


Exemple 125 
Calcul de Pa T5 dx. 
On effectue le changement de variable x = (t) = sint et dx = cost dt. De plus t = arcsin x donc 


pour x = 0 on a t = arcsin(0) = 0 et pour x = à onat= arcsin(d) = &. Comme ọ est une bijection 
de [0, 4] sur [0, 31, 


12 č dx z6 costdt z6 cost dt 716 cost z6 1 a6 1 
-ma — a — 2 n32 — 3 at= | 2 dt = [tant] = ——, 
o (1-x2)2 Jo (l-sin?t)3/2 Jo (cos2t) o cosêt o cos?t va 
Exemple 126 


Calcul de la dx. 


Soit le changement de variable x = tant donc t = arctanx et dx = 2 z- Donc 
1 1 dt 
F= f moasa X= f A tan? 3/2 cost 
(1+ x2)3/2 (1+ tan? t)3/2 cos? t 
dt 
= f (cos? £)? F car 1+tan?t = 7 
cos“ t cos“ t 


= | cost dt = [sint] = sint + c = sin(arctan x) + c 


Donc 1 
——— dx = sin(arctanx)+ c. 
J (1+x2)32 ) 


X 


Vi+x2 


En manipulant un peu les fonctions on trouverait que la primitive s'écrit aussi F (x) = +c. 


Mini-exercices 


1. Calculer les intégrales à l’aide d’intégrations par parties : io 2 tsintd t, ho 22 sint dt, 


puis par récurrence lo 2 n sint dt. 


2. Déterminer les primitives à l’aide d’intégrations par parties : f tsht dt, f t?shtdt, puis 
par récurrence ft”shtdt. 


5. 


5.1. 
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3. Calculer les intégrales à l’aide de changements de variable : va? -t dt; f 57 v1+costd 
(pour ce dernier poser deux changements de variables : u = cost, puis v = 1- u). 


4. Déterminer les primitives suivantes à l’aide de changements de variable : f tht dt où 


tht= ht, fev'dt. 


Intégration des fractions rationnelles 


Nous savons intégrer beaucoup de fonctions simples. Par exemple toutes les fonctions polyno- 


: . 2 3 n+1 
miales : si f(x) = ao +a1x +a2x2 +---+anx” alors JFG) dx = aox+a15 Has tir FE 


Il faut être conscient cependant que beaucoup de fonctions ne s’intègrent pas à l’aide de fonctions 
simples. Par exemple si f (t) = Va2cos?t + b?sin’ t alors l'intégrale f 7 f(t)dt ne peut pas s’expri- 
mer comme somme, produit, inverse ou composition de fonctions que vous connaissez. En fait cette 
intégrale vaut la longueur d’une ellipse ďdéquation paramétrique (a cost, b sint); il n’y a donc pas 
de formule pour le périmètre d’une ellipse (sauf si a = b auquel cas l’ellipse est un cercle !). 


Mais de façon remarquable, il y a toute une famille de fonctions que l’on saura intégrer : les 
fractions rationnelles. 


Trois situations de base 


On souhaite d’abord intégrer les fractions rationnelles f(x) = avec a, B,a,b,ceR,az0et 
(a, P) Z (0,0). 
Premier cas. Le dénominateur ax? + bx +c possède deux racines réelles distinctes x1,x92 € R. 
Alors f(x) s’écrit aussi f(x) = moa et il existe de nombres A,B €R tels que f(x) = = A F T 
On a donc 

[ra dx = Ainix 1 +Bln|x-x2|+c 
sur chacun des intervalles ]-0o,x1l, ]x1,x2[, 1x2, +ool (si xı < x2). 
Deuxième cas. Le dénominateur ax? + bx+ c possède une racine double xo € R. 
Alors f(x) = Re et il existe des nombres A,B ER tels que f(x) = ar + =. On a alors 


+Bln|x-xol+c 


[rod 


x— xo 


sur chacun des intervalles ] — co, xol, lxo, +ool. 


Troisième cas. Le dénominateur ax? + bx + c ne possède pas de racine réelle. Voyons comment 
faire sur un exemple. 


Exemple 127 


Soit f(x) = RE. Dans un premier temps on fait apparaître une fraction du type A (que 


Pon sait intégrer en Inļul). 


(Ax+1DF-F+1 1 4x+1 3 1 


PE n aea aa 
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RU. : Ax+1 _ . 
On peut intégrer la fraction z377 : 


4x+1 ! 
frere fE de= mjetet 
2x2+x+1 u(x) 


nous allons lécrire sous la forme (dont une 


Pa 


, : 1 
Occupons nous de l’autre partie ==, 


primitive est arctan u). 
1 
(Ets D) #1 
V7 4 


1 1 TE _ i 
2x2+x+1 2Xx+1)2-ł+1 Xx+ 42+ 7 89(x+ 1241 


8 
7 


On pose le changement de variable u = r + D (et donc du = dx) pour trouver 


f = TE ni =f ai TA arctanute = + aretan| (x + 2)}+e 
2x2+x+1 J7 4(x+1)7+1 7 u2+1 4 V7 VT VT | 


Finalement : i 
fre d- an (2e +x+ 1)+ 


5.2. Intégration des éléments simples 


Soit une fraction rationnelle, où P(x),Q(x) sont des polynômes à coefficients réels. Alors la 


fraction LE s'écrit comme somme d’un polynôme E(x) € R[x] (la partie entière) et d'éléments 


simples d’une des formes suivantes : 
Y ax + p 
(x —xo)* (ax? + bx + c)? 
où a, p,y,a,b,c E R et k € N\ {0}. 


avec b? —4ac <0 


1. On sait intégrer le polynôme E(x). 


2. Intégration de élément simple F 


d = yln|x— xol + c (sur ]— co, xol ou ]x0,+ool). 


(b) Si k >2 alors pea =y f(x- xo) k dx= a- xo) k+1 1 e (sur ]— oo, xol ou ]xo, +oof). 


ax+f 


rt On écrit cette fraction sous la forme 


3. Intégration de l’élément simple 


ax + p : 2ax +b F 1 
(ax? + bx + c)k “la dber (ax? + bx + c}* 


2ax+b _ f u(x) _ _1 —k+1 = k+1 
(a) Í nT da= a dx = u(x) +c= —} (ax? +bx+c) 


(b) Si À = 1, calcul de f a 
calculer une primitive du type 


(c) Si k > 2, calcul de f T 1 


+bx+c}* 
se ramener au calcul de I; = f ar Une intégration par parties permet de passer de 7} 


dx. Par un changement de variable u = px +q on se ramène à 
du 

u?+1 

dx. On effectue le changement de variable u = px +q pour 


=arctanu +c. 


à Ip1. 


Par exemple calculons 72. Partant de 11 = f du on pose f = Pr et g' = 1. La formule 


u?+1 


d'intégration par parties f fg'=[fg]-— f f'g donne (avec f' = -u etg=u) 


Z du A Qu? du _ u“+1—1 
L = Ja" ral tsaa ra +2/ Étdu 
= ame 2+1 aay 2417 — [w | +211 -212 
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On en déduit 19 = Ji 1+ 4 PA tc. Mais comme 1; = arctan u alors 


1 u 
h-| or a TTS 


5.3. Intégration des fonctions trigonométriques 
P(cosx,sinx) 


Q(cosx,sin x) 
Q sont des polynômes, en se ramenant à intégrer une fraction rationnelle. 


On peut aussi calculer les primitives de la forme f P(cosx,sinx) dx ou f dx quand P et 
Il existe deux méthodes : 
— les règles de Bioche sont assez efficaces mais ne fonctionnent pas toujours ; 
- le changement de variable t = tan fonctionne tout le temps mais conduit à davantage de 
calculs. 


Les règles de Bioche. On note w(x) = f(x) dx. On a alors w(—x) = f(-x) d(-x) = -f(-x) dx et 
o(r-x)=f(r-x)d(n-x)=-f(r-x) dx. 
— Si w(—x) = w(x) alors on effectue le changement de variable u = cos x. 


— Si w(r — x) = w(x) alors on effectue le changement de variable u = sinx. 
— Si w(r + x) = w(x) alors on effectue le changement de variable u = tanx. 
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cos x dx 
2-cos?x 


On note w(x) = gede, Comme «(x — x) = 
—COS* x 


Calcul de la primitive f 


cos(z-x) d(r-x) _ (—cosx)(—-dx) 
2—cos2(7-x) ` 2-cos2x 
ment de variable qui convient est u = sinx pour lequel du = cosx dx. Ainsi : 


cos x dx cos x dx du i 
JE = nn lp [arctanu] = arctan(sinx)+c. 


= w(x) alors le change- 


Le changement de variable ż = tan 5. 
Les formules de la «tangente de l’arc moitié» permettent d'exprimer sinus, cosinus et tangente en 
fonction de tan 5. 


Exemple 129 


d 
x/2 1- ATE 
Le changement de variable { = tan; définit une bijection de [- 3,0] vers [-1,0] (pour x = -%, 


2 dt 
1+12° 


Calcul de l'intégrale f° 


t=-1et pour x=0, t = O0). De plus on a sinx = 7#; et dx = 


2 dt 
ff e ff] Hi 
-4 1-sinx 11- -2 11+? -2t -1 (1-¢)} l-t] 2 


1+2 
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Mini-exercices 


1. Calculer les primitives f 25 dx, f = dx, f -> dx, f To dx. 


2. Calculer les primitives 14 = f = pour tout k > 1. Idem avec J} = f w w 


3. Calculer les intégrales suivantes : la z ir Ha, 


i xdx i dx 

0 (x?+x+1)? J0 (x2+x+1)2° 
27 dx 

0 2+sinx' 


ELS 
2 xcos° x dx, Jo cost x dx, 


z 
4. Calculer les intégrales suivantes : f?, sin 
2 
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Motivation 


Prenons l’exemple de la fonction exponentielle. Une idée du comportement de la fonction f(x) = 
expx autour du point x = 0 est donné par sa tangente, dont l'équation est y = 1 +x. Nous avons 
approximé le graphe par une droite. Si l’on souhaite faire mieux, quelle parabole d’équation 
y = co+c1x + c2x? approche le mieux le graphe de f autour de x = 0? Il s’agit de la parabole 
d’équation y = 1+x+ EL Cette équation à la propriété remarquable que si on note g(x) = expx — 
(1+x+ x?) alors g(0) = 0, g'(0) = 0 et g”(0) = 0. Trouver l'équation de cette parabole c’est faire 
un développement limité à l’ordre 2 de la fonction f. Bien sûr si l’on veut être plus précis, on 
continuerait avec une courbe du troisième degré qui serait en fait y = 1+x+ Lx? + nas, 


Dans ce chapitre, pour nimporte quelle fonction, nous allons trouver le polynôme de degré n qui 
approche le mieux la fonction. Les résultats ne sont valables que pour x autour d’une valeur fixée 
(ce sera souvent autour de 0). Ce polynôme sera calculé à partir des dérivées successives au point 
considéré. Sans plus attendre, voici la formule, dite formule de Taylor-Young : 


2 n 
f(æ) = f(0)+ f(O)x + KO pent FO +x” ela). 
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La partie polynomiale f(0)+ f'(0)x+-- +f os est le polynôme de degré n qui approche le mieux 
f(x) autour de x = 0. La partie x”e(x) est le «reste» dans lequel e(x) est une fonction qui tend vers 
0 (quand x tend vers 0) et qui est négligeable devant la partie polynomiale. 


1. Formules de Taylor 


Nous allons voir trois formules de Taylor, elles auront toutes la même partie polynomiale mais 
donnent plus ou moins d'informations sur le reste. Nous commencerons par la formule de Taylor 
avec reste intégral qui donne une expression exacte du reste. Puis la formule de Taylor avec reste 
f®+1)(c) qui permet d'obtenir un encadrement du reste et nous terminons avec la formule de 
Taylor-Young très pratique si l’on n’a pas besoin d’information sur le reste. 


Soit Z c R un intervalle ouvert. Pour n € N*, on dit que f : I — R est une fonction de classe €” si f 


est n fois dérivable sur I et f™ est continue. f est de classe €! si f est continue sur I. f est de 
classe €% si f est de classe €” pour tout n E€ N. 


1.1. Formule de Taylor avec reste intégral 


Théorème 39. Formule de Taylor avec reste intégral 


Soit f : I — R une fonction de classe €”+1 (n € N) et soit a,x € I. Alors 


fG)= fa) + fas = a) + EL a-a) Ear + f E Oa Pdt. 


Nous noterons T, (x) la partie polynomiale de la formule de Taylor (elle dépend de n mais aussi de 
feta): 
f"(a) 


2 
Di (x-a) + 


T\(x) = f(a)+ f'(a)Xx - a)+ (x-a). 


Remarque 


En écrivant x =a +h (et donc h = x —a) la formule de Taylor précédente devient (pour tout a 
eta+h del): 


f(a+h)= f(a)+ f'(a)h+ 


n (n) h f(n+1) 

a TA hna f POE adi 
2! ! 0 n! 

Exemple 130 


La fonction f(x) = expx est de classe €”*! sur I = R pour tout n. Fixons a € R. Comme 
f'(x) = expx, f(x) = expx...…. alors pour tout x ER : 


expa X expt 
expx=expa+expa-(x-a)+:--+ P (a-a + | : (x-t)"dt. 
n! a n! 


Bien sûr si l’on se place en a = 0 alors on retrouve le début de notre approximation de la 
È Š 2 3 
fonction exponentielle en x =0 : expx=1+x+ 5+5 ti 
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Démonstration Preuve du théorème 


Montrons cette formule de Taylor par récurrence sur k <n : 


b- 
A e a 2o o a a} + +[ FD L dt. 
(Pour éviter les confusions entre ce qui varie et ce qui est fixe dans cette preuve on remplace x par b.) 


Initialisation. Pour n = 0, une primitive de f'(t) est f(t) donc m f'(@)dt = f(b) -— f(a), donc f(b) = 
f(a)+ Jè f'(t)dt. (On rappelle que par convention (b — t)? = 1 et 0! = 1.) 


Por. 


Hérédité. Supposons la formule vraie au rang k—1. Elle s'écrit f(b) = f(a)+f'(aXb-a)+---+ ED 


aÿ1+ [FO de. 
On effectue une intégration par parties dans l’intégrale Je f KO oo : dt. En posant u(t) = f(t) et 
v'e) = GE, on a u'(t) = FEDE) et v(t) = -zË ; alors 


k-1 k]? b pk 
l PË -t) at | mot- | -f FE at 


@-1) 
hr b — yk 
= fa 22) + f aO m dt. 


Ainsi lorsque l’on remplace cette expression dans la formule au rang k —1 on obtient la formule au 
rang k. 

Conclusion. Par le principe de récurrence la formule de Taylor est vraie pour tous les entiers n pour 
lesquels f est classe 6”+1. 


1.2. Formule de Taylor avec reste f*1(c) 


Théorème 40. Formule de Taylor avec reste f*1)(c) 


Soit f : I — R une fonction de classe €”"*1 (n € N) et soit a,x € I. Il existe un réel c entre a et 
x tel que : 


PoE e O a T _ op + PO opt, 


Exemple 131 


Soient a,x € R. Pour tout entier n > 0 il existe c entre a et x tel que expx = expa +expa:(x-— 


expa expc 
a)+ t Taa + ETC di. 


Dans la plupart des cas on ne connaîtra pas ce c. Mais ce théorème permet d’encadrer le reste. 
Ceci s'exprime par le corollaire suivant : 
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Corollaire 18 


Si en plus la fonction |f(**1)| est majorée sur I par un réel M, alors pour tout a,x € I, on a : 


|x-aļ”*! 
(n+1)! 


Fœ- Th (x)| <M 


Exemple 132 


Approximation de sin(0,01). 

Soit f(x) = sinx. Alors f'(x) = cosx, f(x) = -sinx, f(x) = —- cosx, f.x) = sinx. On obtient 
donc f(0)= 0, f'(0)= 1, f"(0)= 0, f®(0) = —1. La formule de Taylor ci-dessus en a = 0 à Pordre 
3 devient : f(x)=0+1-x+0.- n — 15 + FACE, c'est-à-dire f(x) = x — £ + FACE, pour un 
certain c entre 0 et x. 

Appliquons ceci pour x = 0,01. Le reste étant petit on trouve alors 


0,01)? 
sin(0,01) = 0,01- ai = 0,00999983333... 


On peut même savoir quelle est la précision de cette approximation : comme f(x) = sinx 


alors Fo] < 1. Donc |F&œ)- (x- Hj] < a Pour x = 0,01 cela donne : |sin(0, 01) — (0,01 — 


3 4 4 
oo] < Col L, Comme oo = 4,16-10710 alors notre approximation donne au moins 8 


chiffres exacts après la virgule. 


Remarque 


- Dans ce théorème l'hypothèse f de classe €”*! peut-être affaiblie en f est «n + 1 fois 
dérivable sur I». 

— «le réel c est entre a et x» signifie «c Ela, xl ou c elx,al». 

— Pour n = 0 c’est exactement l'énoncé du théorème des accroissements finis : il existe 
c ela, bI tel que f(b) = f(a) + f'(c)Xb — a). 

- Si I est un intervalle fermé borné et f de classe €”*1, alors f™+» est continue sur 
I donc il existe un M tel que |f{**D(x)| < M pour tout x € I. Ce qui permet toujours 
d'appliquer le corollaire. 


Pour la preuve du théorème nous aurons besoin d’un résultat préliminaire. 


Lemme 9. Égalité de la moyenne 


Supposons a < b et soient u,v : [a,b] — R deux fonctions continues avec v > 0. Alors il existe 
c € [a,b] tel que f? u(t)u(é)dt =u(c) f? vdt. 


Démonstration 


Notons m = infiers b1 U(t) et M = supscapu(t). On a m f? v(t)dt < fPu(tu(t)dt < M f? v(t)dt (car v > 0). 
IMIONOLL 


< M. Puisque u est continue sur [a,b] elle prend toutes les valeurs comprises 
S? vdt 


Ainsi m < 


S? utwt)dt 


entre m et M (théorème des valeurs intermédiaires). Donc il existe c € [a,b] avec u(c) = Toodi ‘ 
al 
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Démonstration Preuve du théorème 


Pour la preuve nous montrerons la formule de Taylor pour f(b) en supposant a < b. Nous montrerons 

seulement c € [a,b] au lieu de c €la, bI. 

Posons u(t) = f”+P(t) et v(t) = BR. La formule de Taylor avec reste intégral s'écrit f(b) = T,(a) + 

J u(tw(t)dt. Par le lemme, il existe c € [a,b] tel que f? u(t)u(t)dt = u(c) f? v(t)dt. Ainsi le reste est 
b u(eolE)dt = F0 De) fe C de = fOe) [LS |? 2 pr D) ÉD, Ge qui donne la formule 

a I n! | (n+1)! l (n+1)! 


1.3. Formule de Taylor-Young 
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Théorème 41. Formule de Taylor-Young 


Soit f : I — R une fonction de classe €” et soit a € I. Alors pour tout xe T on a: 


f(x) = f(a)+ f'(aXx-a)+ Pa aa EO (x = a) +(x- a)'e(x), 


où € est une fonction définie sur I telle que e(x) TEA 0. 


Démonstration 


f étant un fonction de classe €” nous appliquons la formule de Taylor avec reste f™(c) au rang n- 1. 


Pour tout x, il existe c = c(x) compris entre a et x tel que f(x) = f(a) + f'(aXx-a)+ Pas a} +--+ 
(n-1) n) 11 
FTO- ay 1 + TO (x - a)", Que nous réécrivons : f(x) = f(a) + fax- a) + EO - a)? +..+ 


(n) (n)a £n) (n)a £n) ; . 
PO (Say + OO y-a)”. On pose elx) = EO- Puisque f™ est continue et que clx) — a 
alors lim,_, E(x) = 0. 


1.4. Un exemple 


Soit f :1—-1,+00[—R, x— In(1+x); f est infiniment dérivable. Nous allons calculer les formules de 
Taylor en 0 pour les premiers ordres. 


Tous d’abord f(0) = 0. Ensuite f'(x) = i donc f'(0) = 1. Ensuite f”(x)= E donc f”(0)= —1. 
Puis fx) = re. donc f 3)(0) = +2. Par récurrence on montre que f™(x) =(—-1}-l{(n-1)! Tr 


et donc f™(0) = (1) 1n — 1)!. Ainsi pour n > 0 : Oyn = (—jy-1@ Dion (ppt, 


Voici donc les premiers polynômes de Taylor : 


2 2 x3 


x 
To)=0 Ti=x  Talx)=x->—  Tix)=x- >+ 
2 2 3 
Les formules de Taylor nous disent que les restes sont de plus en plus petits lorsque n croît. Sur 
le dessins les graphes des polynômes To, T1,T2,T3 s'approchent de plus en plus du graphe de f. 


Attention ceci n’est vrai qu'autour de 0. 


Pour n quelconque nous avons calculer que le polynôme de Taylor en 0 est 


x2 3 


n k n 
T, (x) = el Cd aa 
(x) 2 fr. +(-1) . 


L.5. 
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Résumé 

Il y a donc trois formules de Taylor qui s'écrivent toutes sous la forme 
f(x) = Tax) + Rn(x) 

où T,(x) est toujours le même polynôme de Taylor : 


f"(a) f)(a) 


Ga tt aa}. 


Th (x) = f(a)+ f'(aXx-a)+ 


2! 
C’est l'expression du reste R,(x) qui change (attention le reste n’a aucune raison d’être un poly- 
nôme). 
x foD) 
R,„(x)= f — re -t)'dt Taylor avec reste intégral 
a n! 
FES (0) n+1l (n+1) 
Rx) = ————(x-a) Taylor avec reste f (c), c entre a et x 
(n +1)! 
Rx) = (x - a)” e(x) Taylor-Young avec e(x) =. 0 


Selon les situations l’une des formulations est plus adaptée que les autres. Bien souvent nous 
n'avons pas besoin de beaucoup d’information sur le reste et c’est donc la formule de Taylor-Young 
qui sera la plus utile. 

Notons que les trois formules ne requièrent pas exactement les mêmes hypothèses : Taylor avec 
reste intégral à l’ordre n exige une fonction de classe €”*1, Taylor avec reste une fonction n +1 fois 
dérivable, et Taylor-Young une fonction €”. Une hypothèse plus restrictive donne logiquement une 
conclusion plus forte. Cela dit, pour les fonctions de classe 6% que l’on manipule le plus souvent, 
les trois hypothèses sont toujours vérifiées. 


Notation. Le terme (x —a)"e(x) où ex) er 0 est souvent abrégé en «petit o» de (x-a)” et est 
+ 


noté o((x— a)”*). Donc o((x —a)”) est une fonction telle que lim,_., ds = 0. Il faut s’habituer à 


cette notation qui simplifie les écritures, mais il faut toujours garder à Pesprit ce qu’elle signifie. 


Cas particulier : Formule de Taylor-Young au voisinage de 0. On se ramène souvent au cas 
particulier où a = 0, la formule de Taylor-Young s’écrit alors 


2 n 
fx) = F0) + f(O)x + "oz Jeer} FOOT tae 


où lim,_0e(x) = 0. 
Et avec la notation «petit o» cela donne : 


2 n 
f(x) = (0) + f'(O)x + "oz us FO +o(x") 


Mini-exercices 


1. Écrire les trois formules de Taylor en 0 pour x> cosx, x> exp(—x) et x shx. 


= . ST L 
2. Ecrire les formules de Taylor en 0 à l’ordre 2 pour x ve tanx. 


3. Écrire les formules de Taylor en 1 pour x > x3 — 9x? + 14x +3. 
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4. Avec une formule de Taylor à l’ordre 2 de V1+x, trouver une approximation de 1,01. 
Idem avec In(0,99). 


2. Développements limités au voisinage d’un point 


2.1. Définition et existence 
Soit Z un intervalle ouvert et f : I — R une fonction quelconque. 
Définition 74 


Pour a € I et n EN, on dit que f admet un développement limité (DL) au point a et à l’ordre 
n, s’il existe des réels co,c1,...,c, et une fonction € : I — R telle que lim,_, e(x) = 0 de sorte 
que pour tout x € I : 


f(x)=co+citx-a)+...+cn(x a)" +(x-a)"e(x). 


— L'égalité précédente s’appelle un DL de f au voisinage de a à l’ordre n . 
— Le terme co+c1(x-a)+-.-+c:(x-a)" est appelé la partie polynomiale du DL. 
— Le terme (x-a)"e(x) est appelé le reste du DL. 


La formule de Taylor-Young permet d'obtenir immédiatement des développements limités en po- 
Mo, 


sant ck = 


Proposition 93 


Si f est de classe €” au voisinage d’un point a alors f admet un DL au point a à l’ordre n, 
qui provient de la formule de Taylor-Young : 


pa 


x-a) +--+ "(x a)" +(x-a)"elx) 


f' = ) Foy 
En 


où lim,_, Ex) = 0. 


Remarque 


1. Si f est de classe €” au voisinage d’un point 0, un DL en 0 à l’ordre n est l’expression : 
x? x? 
fa) = F(O)+ FOX + FCO) +++ FPS +x”elx) 


2. Si f admet un DL en un point a à l’ordre n alors elle en possède un pour tout k < n. En 


effet 
Mo s rar. Oaa i 0e 
pue, nd +6 a)" +(x— a)" e(x) 
=(x-a)#n(x) 


où lim,_.4 n(x) = 0. 


Développements limités 251 


2.2. Unicité 


Proposition 94 


Si f admet un DL alors ce DL est unique. 


Démonstration 


Écrivons deux DL de f:f(œ)=co+ci(x-a)+..-+c,(x-a)"+(x-a)'e1(x) et f(x) = do+di(x-a)+...+ 
dn(x- a)" +(x-a)"eo(x). En effectuant la différence on obtient : 


(do—co)+(d1-c1x-a)+-.+(dn-en(x-a)" +(x—a)"(ea(x) — €1(x)) = 0. 


Lorsque l’on fait x = a dans cette égalité alors on trouve do—co = 0. Ensuite on peut diviser cette égalité 
parx-a:(d1-c1)+(d2-co{x-a)+--+(dn-cnx-a)"1+(x- a)" U(eo(x) — e1(x)) = 0. En évaluant 
en x = a on obtient dı — c1 = 0, etc. On trouve co = do, c1 = d1, ..., Cn = dn. Les parties polynomiales 
sont égales et donc les restes aussi. 


Corollaire 19 


Si f est paire (resp. impaire) alors la partie polynomiale de son DL en 0 ne contient que des 


monômes de degrés pairs (resp. impairs). 


~ 2 
Par exemple x— cosx est paire et nous verrons que son DL en 0 commence par : cosx = 1- $ + 


x4 xê 
1 = Gi + ee 
Démonstration 


(x) = Co + c1% + cox? + c3x? +--+ + cnx” +x"elx). Si f est paire alors f(x) = f(-x) = co — c1% + cox? — 
0 


c3x? +--+- +(—1)” cnx” +x"e(x). Par l’unicité du DL en 0 on trouve c1 = —c1, c3 =—c3, .. et donc c1=0, 
c3 =0,... 
Remarque 


1. L'unicité du DL et la formule de Taylor-Young prouve que si l’on connaît le DL et que 
f est de classe €” alors on peut calculer les nombres dérivés à partir de la partie 

(k) 
polynomiale par la formule cz = D, Cependant dans la majorité des cas on fera 


l'inverse : on trouve le DL à partir des dérivées. 
2. Si f admet un DL en un point a à l’ordre n > 0 alors co = f (a). 


3. Si f admet un DL en un point a à l’ordre n > 1, alors f est dérivable en a et on a co = f (a) 
et c1 = f'(a). Par conséquent y = co +c1(x — a) est l'équation de la tangente au graphe de 
f au point d’abscisse a. 

4. Plus subtil : f peut admettre un DL à l’ordre 2 en un point a sans admettre une dérivée 
seconde en a. Soit par exemple f(x) = x? sin L, Alors f est dérivable mais f’ ne l’est pas. 
Pourtant f admet un DL en 0 à l’ordre 2 : f(x) = x?e(x) (la partie polynomiale est nulle). 


2.3. DL des fonctions usuelles à l’origine 


Les DL suivants en 0 proviennent de la formule de Taylor-Young. 


2 3 n 
expx=1+ tort a tot irta” ela) 
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2n 
chr=1+4 +f tet g tatela) 
3 5 2n+1 
shx = f+ itt t g ta ela) 
2 4 2n 
cosx=1- $ +f et OD y tetel) 
Lx È É. E As 2n+2 
nsi gta AOU aa +4 "7 ex) 
2 3 > 
In(1 +x) = x ++ + ( DIE + ghela) 


(1+2) =1+ax+ Dg t... aa D.(u-n+D yn 


n 
= +x” elx) 


2 34.41)? x” +x" (x) 


=1-x+ 
1+x Li 


2 


=l+x+xf+...+x7 +x" ela) 


l-x 
Vi+x= 1+5- x2+e..+( 1-1 8e on 9 yn + x"e(x) 


Ils sont tous à apprendre par cœur. C’est facile avec les remarques suivantes : 


Le DL de chx est la partie paire du DL de expx. C'est-à-dire que l’on ne retient que les 
monômes de degré pair. Alors que le DL de shx est la partie impaire. 

Le DL de cos x est la partie paire du DL de expx en alternant le signe +/— du monôme. Pour 
sinx c’est la partie impaire de expx en alternant aussi les signes. 

On notera que la précision du DL de sinx est meilleure que l’application naïve de la formule 


2n+2:(x) au lieu de x2*1 


2n+2 


de Taylor le prévoit (x e(x)) ; c’est parce que le DL est en fait à l’ordre 


2n +2, avec un terme polynomial en x nul (donc absent). Le même phénomène est vrai 


pour tous les DL pairs ou impairs (dont shx,cos x, ch x). 

Pour In(1 + x) oubliez pas qu’il n’y a pas de terme constant, pas de factorielle aux dénomi- 
nateurs, et que les signes alternent. 

Il faut aussi savoir écrire le DL à l’aide des sommes formelles (et ici des «petits o») : 


n ak 


n k 
expx= }_ aai +o(x”) et In(1 + x) = en + o(x”) 
k=1 k! k=1 k 


La DL de (1+x)° est valide pour tout «a € R. Pour a = —1 on retombe sur le DL de (1+x)71 = i 


Mais on retient souvent le DL de 1} qui est très facile. Il se retrouve aussi avec la somme 


2 a n — 1x1 — 1 xr+1 a 1 n 
i e E iz T g txel). 
Pour a = i on retrouve (1+x)2 = V1+x=1+ 5 — Lx? +-.., Dont il faut connaître les trois 


premiers termes. 


d’une suite géométrique : 1+x+x 


2.4. DL des fonctions en un point quelconque 


La fonction f admet un DL au voisinage d’un point a si et seulement si la fonction x — f(x + a) 


admet un DL au voisinage de 0. Souvent on ramène donc le problème en 0 en faisant le changement 


de variables h = x-a. 


Exemple 133 


1. DL de f(x) =expx en 1. 


On pose h = x-1. Si x est proche de 1 alors h est proche de 0. Nous allons nous ramener 
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à un DL de exph en h =0. On note e = exp1. 


2 n 
expx = exp(l+(x-—-1))=exp(l)exp(x-1)=eexph=e (isa + ai ++ r + het) 
(x-1} (x-1) 
+... + 
2! n! 


= el1+(x-1)+ += Det D), lim e(x— 1) = 0. 
+ 
2. DL de g(x) = sinx en 7/2. 
Sachant sinx = sin(§ +x- 5) = cos(x- 3) on se ramène au DL de cosh quand h = x-3 — 0. 
_Iÿ _xy2n 
On a donc sinx = 1- z a +- +(-1)” Sati 
3. DL de £(x) = In(1+3x) en 1 à l’ordre 3. 
Il faut se ramener à un DL du type In(1+h) en h = 0. On pose h = x—1 (et donc x =1+h). 
On a #(x) = In(1+ 3x) = In(1+3(1+h)) =In(4+3h)=In(4.(1+3%)) = In4+In(1+ 3) = 
In4+3k_1(8%)7 + 1(84) + helh) = m4 + E - 2x1) + Lx 1) + (x 1)3e(x 1) 
où lim,_.;e(x—1)= 0. 


+a- D Le(x F), où lims_r2 (x — 9) = 0. 


Mini-exercices 


. Calculer le DL en 0 de x— chx par la formule de Taylor-Young. Retrouver ce DL en 


utilisant que chx = =% 


5 


. Écrire le DL en 0 à l’ordre 3 de Ÿ1+x. Idem avec = 
x 


. Écrire le DL en 2 à l’ordre 2 de yx. 
. Justifier lexpression du DL de 1 à l’aide de l’unicité des DL de la somme d’une suite 
géométrique. 


3. Opérations sur les développements limités 


3.1. Somme et produit 


On suppose que f et g sont deux fonctions qui admettent des DL en 0 à l’ordre n : 


f(x) = coteix +: +cnx" +x"e1(x) g(x) = do+dix+-..+d,x" +x"eo(x) 


Proposition 95 


— f +g admet un DL en 0 l’ordre n qui est : 


(f + g)(x) = f(x) + gx) = (co+do)+(c1+d1)x ++ (en + dh)x" +x”elx). 


— f xg admet un DL en 0 l’ordre n qui est : (f x g)(x) = f(x) x g(x) = Ta(x)+ x” elx) où Ta (x) 
est le polynôme (co+cix+---+chx") x (do+dix+:.:+d,x") tronqué à l’ordre n. 


Tronquer un polynôme à l’ordre n signifie que l’on conserve seulement les monômes de degré < n. 
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Exemple 134 


Calculer le DL de cosx x V1+x en 0 à l’ordre 2. On sait cosx = 1 — Lx? +x2e1(x) et VI+x = 


1+ ix — Lx? +x2eo(x). Donc : 


1 1 1 
cos x x V1+x= l: — i + er) x l: + 3” — a" + ex) on développe 


1 1 
=1+ 2% a" + a eo(x) 


1 1 1 
A l: + 3” a" + ex) 


1 1 
+ x2e1(x) l: + 3” — a + 0) 


1 1 

=1+ 2* — a" +x elx) on développe encore 
1 1 1 1 
A LA 16 xt zr Ela) 


1 1 
+x?el(x)+ 5%" ELl) — gt et) +atei(x)eo(x) 
1 l> Lo , 
=1+ ai Ta — ri on a regroupé les termes de degré 0 et 1, 2 


partie tronquée à l’ordre 2 


1 1 1 1 1 
+ x Eo(x) ru + 16 xt 7 xeo(x) + PAT C) + z7 Ea) — zx ela) + xteilx)eal(x) et ici les aut 


reste de la forme xĉ?e(x) 


2 


1 5 
xla 3*7 3” +x elx) 


On a en fait écrit beaucoup de choses superflues, qui à la fin sont dans le reste et m'avaient 
pas besoin d’être explicitées ! Avec l'habitude les calculs se font très vite car on n’écrit plus 
les termes inutiles. Voici le même calcul avec la notation «petit o» : dès qu’apparaît un terme 
x*e1(x) ou un terme x? on écrit juste o(x?) (ou si l’on préfère x?e(x)). 


1 1 1 
cosx x Vl+x= l: — * + oa?) x l: + Fe a +o(x?)| on développe 


1 1 
=1+ 3*7 i + o(x?) 


1 
— + + o(x?) 
+ o(x?) 


1 5 
=1+ =x- >x? +o(x?) 
2 8 


La notation «petit o» évite de devoir donner un nom à chaque fonction, en ne gardant que sa 
propriété principale, qui est de décroître vers 0 au moins à une certaine vitesse. Comme on le 
voit dans cet exemple, o(x?) absorbe les éléments de même ordre de grandeur ou plus petits 
que lui : o(x?)— iy’ + Lx2o(x?) = o(x?). Mais il faut bien comprendre que les différents o(x2) 
écrits ne correspondent pas à la même fonction, ce qui justifie que cette égalité ne soit pas 


fausse ! 
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3.2. Composition 


On écrit encore : 


f(x) = C(x)+x” elx) = co+cix+ -+e,x" +x" ei (x) g(x) = D(x)+x"eo(x) = do+dix+-.-+d,x"+x"eo(x) 


Proposition 96 


Si g(0) = 0 (c’est-à-dire do = 0) alors la fonction f o g admet un DL en 0 à l’ordre n dont la 


partie polynomiale est le polynôme tronqué à l’ordre n de la composition C(D(x)). 


Exemple 135 


Calcul du DL de A(x) = sin {In(1+x)) en 0 à l’ordre 3. 

— On pose ici f(u) = sinu et g(x) = In(1 + x) (pour plus de clarté il est préférable de donner 
des noms différents aux variables de deux fonctions, ici x et u). On a bien f o g(x) = 
sin (In(1+x)) et g(0) = 0. 

On écrit le DL à l’ordre 3 de f(u) = sinu = u — w + uĉe1(u) pour u proche de 0. 


— Et on pose u = g(x)=In(1+x) = x- + > + x’e2(x) pour x proche de 0. 
- On aura besoin de calculer un DL à l’ordre 3 de u? (qui est bien sûr le produit u x u) : 


2 3 2 p . 
u? = (x-— SRT +aeo(x)) = x? — x? + x3eg(x) et aussi u? qui est u x u?, u? = x? + x3e4(x). 
3 
- Donc h(x) = f o g(x) = f(u)=u-% +uÿei(u) = (x- Lx? + ix )- 4x5 +aŸe(x) =x- Lx? + 
ax +xde(x). 


Exemple 136 


Soit A(x) = /cosx. On cherche le DL de À en 0 à l’ordre 4. 

On utilise cette fois la notation «petit o». On connaît le DL de f(u) = V1+u en u = 0 à l’ordre 
2 : f(u)= Vl1+u= 1+ $u- Eu? +o(u?). 

Et si on pose u(x) = cosx— 1 alors on a h(x) = f (u(x)) et u(0) = 0. D'autre part le DL de u(x) en 
x = 0 à l’ordre 4 est : u = - dx? + Lx" + o(xt). On trouve alors u? = xt +o(x$). 


Et ainsi 


h(x)=f(u)=1+ Su- au? +ou?) 


i ia i 141; 4 

=1+-(- =x" + x) — (x) + 
202 a a 
1 1 1 

=1l- A + T = a + o(x<) 
1 1 

=1- rod — T + o(x4) 


3.3. Division 


Voici comment calculer le DL d’un quotient f/g. Soient 


f(x) = coteix +: +cenx" +x"e1(x) g(x) = do+dix+-..+d,x" +x"eo(x) 


2 3 


Nous allons utiliser le DL de yz =l-u+u u? +.. 
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1 


1. Si do = 1 on pose u =dix+-.:+d,x"+x"e2(x) et le quotient s'écrit f/g=f x =. 


2. Si do est quelconque avec do À 0 alors on se ramène au cas précédent en écrivant 


1 1 1 


x) d ding... p nyn q Wela) 
g(x) AR Rd 


3. Si do = 0 alors on factorise par x* (pour un certain k) afin de se ramener aux cas précédents. 


Exemple 137 


1. DL de tanx en 0 à l’ordre 5. 


g 3 5 2 4 

Tout d’abord sinx = x- Ẹ +5 +x$e(x). D'autre part cosx = 1- 5t +x5e(x)=1+u en 
2 4 

posant u = -5 ++ x5elx). 


l 2 xá 2 xt : 
Nous aurons besoin de u? et u? :u?={(-%+%+x5e(x)) = &+x5e(x) et en fait u? = x5elx). 


(On note abusivement e(x) pour différents restes.) 


Ainsi 
1 1 2 3 3 HE A E x2 54 5 
= =l-u+u-u+ =d+——-—+—+ =d+—+—x + ; 
D ie CO CU de cn nn 
Finalement 
3 2 3 
. x? x 5 x 5 4 5 x? 2 5 5 
tanx = = (x + —+ 1+—+—x + = ++ — x + 
anx = sinxx (x ET M e(x)) x( 2 logr tt e(x)) = x ETA elx) 


2. DL de gi en 0 à l’ordre 4. 


1+x 1 1 1 X (X)? fx\8 x\4 4 1 x x x x 4 
=(1+x)-— = -(1 1——+|-) -|-| +|-]| + = -+--—+—-—+ 
2+x ( ts 1+5 2 +| A | ) | ) 96 ) 2 4 8 16 32 dos 


3. Si l’on souhaite calculer le DL de sing en 0 à l’ordre 4 alors on écrit 


ND 
ES 


sinx x- fr +ýr+ola") x(1- r+ $r +o(x*) 
shx x+ t+ t +o) (L+ S+ tr + olt) 
2 4 i 2 n 
= (l-5 +z +olx"))x =. =]-— +— +olx 
l 3! 5! a 1+2 +% +o(x4) 2 18 Fe 


Autre méthode. Soit f (x) = C(x)+x"e1(x) et g(x) = D(x)+x"eo(x). Alors on écrit la division suivant 
les puissances croissantes de C par D à l’ordre n : C = DQ +x"*!R avec degQ <n. Alors Q est la 
partie polynomiale du DL en 0 à l’ordre n de f/g. 


Exemple 138 


DL de a à Fordre 2. On pose C(x) = 2+x+2x% et g(x) = D(x) = 1+ x? alors C(x) = 
D(x) x (2+ x- 2x?) +x?(1+ 2x). On a donc Q(x) = 2+ x- 2x2, R(x) = 1+ 2x. Et donc lorsque l’on 


t fœ) =2+x-— 2x2 +x2e(x). 


divise cette égalité par C(x) on obtien AO 


3.4. Intégration 


Soit f : I — R une fonction de classe €” dont le DL en a € I à l’ordre n est f(x) = co +cı(x-a)+ 
co(x-a)?+...+c,(x—a)+(x—-a)'e(x). 
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Théorème 42 


Notons F une primitive de f. Alors F admet un DL en a à l’ordre n +1 qui s’écrit : 


(x-a)? (x-a) (a) 


F(x) = F(a)+co(x-a)+c1 + Co + 0. sea 


2 3 n+1 


où lim n(x) = 0. 


Cela signifie que l’on intègre la partie polynomiale terme à terme pour obtenir le DL de F(x) à la 
constante F(a) près. 


Démonstration 


On a F(x)-F(a)= fy f(t)dt = 
a)'e(t)dt. 

Alors [n(x)| < JENE- a)” supers a a = |g JFT l'SUPrela s] EHI: fË IE-a)" Idt = zH supéeta «lE. 
Mais SUP;eja x] €) — 0 lorsque x — a. Donc n(x) — 0 quand x — a. 


(x— att je (t-a)"*le(t)dt. Notons n(x) = E= gam J (t- 


T 


Exemple 139 


Calcul du DL de arctan x. 
On sait que arctan’ x = 7 L 


1 n 
arctan'x = —- =} CDE + ae (x). 
1+ x2 k=0 
Et comme arctan(0) = 0 alors arctan x = Èz- 0 (D p2h 14 g?ntle(x)= x — a + a — z + 
Exemple 140 
La méthode est la même pour obtenir un DL de arcsinx en 0 à l’ordre 5. 
arcsin’ x = (1 — x2 = =1- i- x2)+ Aide x?) + xte(x) = 1+ Lx? + 3x4 + xte(x). 


3 A 


Donc arcsinx = x+ $x + 5x’ +x5el(x). 


Mini-exercices 


. Calculer le DL en 0 à l’ordre 3 de exp(x) — er puis de xcos(2x) et cos(x) x sin(2x). 


. Calculer le DL en 0 à l’ordre 2 de V1+2cosx, puis de exp (v1 + 2cosx). 


. Calculer le DL en 0 à l’ordre n de a, Idem à l’ordre 3 avec E 


1 
2 
3. Calculer le DL en 0 à l’ordre 3 de In(1+sinx). Idem à l’ordre 6 pour (In(1+ x2)}”. 
4 
5 


. Par intégration retrouver la formule du DL de In(1 + x). Idem à l’ordre 3 pour arccosx. 


4. Applications des développements limités 


Voici les applications les plus remarquables des développements limités. On utilisera aussi les DL 
lors de l’étude locale des courbes paramétrées lorsqu'il y a des points singuliers. 
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4.1. Calculs de limites 


Les DL sont très efficaces pour calculer des limites ayant des formes indéterminées ! Il suffit juste 
de remarquer que si f(x) =co+ci(x-a)+--- alors lim,_, f(x)= co. 


Exemple 141 


D In(l+x)-tanx+dsin?x 
Limite en 0 de ——. 
3x2 sin” x P 
Notons a cette fraction. En 0 on a f (x) = In(1+x)-tanx+4 sin” x = (x-5 +4- 4 +olx*))- (x+ 


3 3 2 4 y 
£ +o(x4)) + z(e- = +o(x3)}? = -4 -F +a- ixt) tolt) = — Ext +o(xt) et g(x) = 8x7 sin? x = 
3x2 (x +o(x)) = 3x4 + o(xt). 
_ 5,4 4 -5 1 

Ainsi £ a = HE re a a | en notant o(1) une fonction (inconnue) tendant vers 0 quand 
f@) _ _5 
g(x) 36° 
Note : en calculant le DL à un ordre inférieur (2 par exemple), on n’aurait pas pu conclure, car 

. f(x) _ o(x?) 
on aurait obtenu 2%) = où)? 
les DL à l’ordre le plus bas possible, et si cela ne suffit pas, on augmente progressivement 


x — 0. Donc lim,_9 


ce qui ne lève pas l’indétermination. De façon générale, on calcule 


l’ordre (donc la précision de l’approximation). 


4.2. Position d’une courbe par rapport à sa tangente 


Proposition 97 


Soit f : I — R une fonction admettant un DL en a : f(x) = co +c1(x-a)+c(x-a)? +(x-a)telx), 


où k est le plus petit entier > 2 tel que le coefficient cz soit non nul. Alors l’équation de la 
tangente à la courbe de f en a est : y=co+ci(x-a) et la position de la courbe par rapport à la 
tangente pour x proche de a est donnée par le signe f(x) y, c’est-à-dire le signe de cz(x-a}. 


Il y a 3 cas possibles. 


— Si le signe est positif alors la courbe est au-dessus de la tangente. 
19 


Ste Es 
xY 


— Si le signe est négatif alors la courbe est en dessous de la tangente. 
y 
À 
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— Si le signe change (lorsque l’on passe de x < a à x > a) alors la courbe traverse la tangente au 


point d’abscisse a. C’est un point d'inflexion. 
y 


Gj-5= 
RT 


Comme le DL de f en a à l’ordre 2 s’écrit aussi f(x) = f(a)+ f'(aXx-a)+ KO -a)? +(x -a)elx). 


Alors l'équation de la tangente est aussi y = f (a) + f'(a)(x — a). Si en plus f"(a) #0 alors f(x)- y 
garde un signe constant autour de a. En conséquence si a est un point d’inflexion alors f”(a) = 0. 


(La réciproque est fausse.) 


Exemple 142 
Soit f(x) = xt -2x8 +1. 
1. Déterminons la tangente en ł du graphe de f et précisons la position du graphe par 
rapport à la tangente. 
On a f'(x) = 4x? — 6x2, f" (x) = 12x? — 12x, donc f") =-3#0etk=2. 
On en déduit le DL de f en ł par la formule de Taylor-Young : f(x) = f (+ f (BG ł)+ 
res 
lOa- hta- ela) B-a- d- ga- da- ea). 
Donc la tangente en à est y = B —(x— 2) et le graphe de f est en dessous de la tangente 
car f(x)- y= (- 3 + e(x))(x — 1)? est négatif autour de x = 1. 


2. Déterminons les points d’inflexion. 

Les points d'inflexion sont à chercher parmi les solutions de f(x) = 0. Donc parmi x = 0 

etx=l. 

- Le DL en 0 est f(x) = 1 — 2x8 + x4 (il s’agit juste d’écrire les monômes par degrés crois- 
sants !). L'équation de la tangente au point d’abscisse 0 est donc y = 1 (une tangente 
horizontale). Comme —-2x° change de signe en 0 alors 0 est un point d'inflexion de f. 

- Le DL en 1 : on calcule f(1), f'(1), ... pour trouver le DL en 1 f(x) = —-2(x — 1) + 2(x — 
1) +(x- 1)t. L'équation de la tangente au point d’abscisse 1 est donc y = —2(x — 1). 
Comme 2(x — 1)? change de signe en 1, 1 est aussi un point d'inflexion de f. 
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1 y= 2x4 9x8 +1 1 y= xt 9x +1 
1 tangente en 0 
Be 0 > 
x x 
tangente en i 
tangentelen 1 


4.3. Développement limité en + 


Soit f une fonction définie sur un intervalle I =]xo, +oo[. On dit que f admet un DL en +00 à 
l’ordre n s’il existe des réels co,c1,...,c tels que 


1 ol 
fs cot ++ 4 el) 


où e(ż) tend vers 0 quand x — +co. 


Exemple 143 


fœ) = n(2 + À) = In2+In(1+ £) = n2 + £- gh + z too t OD- + Fel), où 


lims—œE(})=0 


y=In(2) 


Cela nous permet d’avoir une idée assez précise du comportement de f au voisinage de +00. 
Lorsque x — +00 alors f(x) — In2. Et le second terme est +Èx, donc est positif, cela signifie 
que la fonction f(x) tend vers In2 tout en restant au-dessus de In2. 


Remarque 


1. Un DL en + s'appelle aussi un développement asymptotique. 


2. Dire que la fonction x— f(x) admet un DL en + à l’ordre n est équivalent à dire que 
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` 


la fonction x — f G) admet un DL en 0* à l’ordre n. 


3. On peut définir de même ce qu'est un DL en —-co. 


Proposition 98 


On suppose que la fonction x — fœ admet un DL en +00 (ou en —co) : i = ao + = + 


x 
1 


1 e(), où k est le plus petit entier > 2 tel que le coefficient de -; soit non nul. Alors 


xk 
Lim, f (x) — (aox + a1) = 0 (resp. x — —oo) : la droite y = aox + a1 est une asymptote à la 


ak 
LE + 
xk 


courbe de f en +c (ou —coo) et la position de la courbe par rapport à l’asymptote est donnée 
par le signe de f(x) — y, c’est-à-dire le signe de -To 


y 
i y=f(x) 
y=aox+4đa1 


Démonstration 


On a lims_.+o0 (f(x) — aox - a1) = lims_+00 F + Helt) =0. Donc y = aox + a1 est une asymptote à la 


courbe de f. Ensuite on calcule la différence f(x)— aox -a1 = -zër + F e(4)= Le mn (À). 


Exemple 144 


Asymptote de f(x) = exp 1 -Vx2-—1. 
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1. En +c, 
f(x) 1 Vx2-1 1 1 
= EXP —: = eXp 1 a 
x x x x x 
1 1 1 1 1 1 1 1 
| (+ x 22 667 se) (- 2x2 z) 
it 1 1 1 d 
= = — E 
xo 3x3 x3 + 
Donc l’asymptote de f en +00 est y = x+1. Comme f(x)- x-1 = -35 + belt) quand 
x — +00, le graphe de f reste en dessous de l’asymptote. 
2. En -co. fD expt. VE -exp 1. 1-4=-1-ł+4 + he. Donc y = —x— 1 est 


une asymptote de f en —-co. On a f(x) +x+1= z + belt) quand x — —o0; le graphe de 
f reste au-dessus de l’asymptote. 


Mini-exercices 


Vl+x-sh$ ' 
x 


. Calculer la limite de Sea lorsque x tend vers 0. Idem avec 
x 
k = Ly 2y Sosak 


x 1—x\x 
. Calculer la limite de ve lorsque x tend vers 1. Idem pour | | , puis > 
Inx 1+x tan“ x 


lorsque x tend vers 0. 
. Soit f(x) = expx + sinx. Calculer l'équation de la tangente en x = 0 et la position du 
graphe. Idem avec g(x) = shx. 


x 


. Calculer le DL en +00 à l’ordre 5 de -~ 


-= Idem à l'ordre 2 pour (1+ 1) 


. Soit f(x) = g A, Déterminer l’asymptote en + et la position du graphe par rapport 
à cette asymptote. 
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1 Notions de base 

2 Tangente à une courbe paramétrée 

3 Points singuliers — Branches infinies 

4 Plan d'étude d'une courbe paramétrée 
5 Courbes en polaires : théorie 

6 Courbes en polaires : exemples 


Dans ce chapitre nous allons voir les propriétés fondamentales des courbes paramétrées. Com- 
mençons par présenter une courbe particulièrement intéressante. La cycloïde est la courbe que 
parcourt un point choisi de la roue d’un vélo, lorsque le vélo avance. Les coordonnées (x, y) de ce 
point M varient en fonction du temps : 


x(t) = r(t-sint) 
y) r(1- cost) 


où r est le rayon de la roue. 


y 


La cycloïde a des propriétés remarquables. Par exemple, la cycloïde renversée est une courbe 
brachistochrone : c’est-à-dire que c’est la courbe qui permet à une bille d’arriver le plus vite possible 
d’un point À à un point B. Contrairement à ce que l’on pourrait croire ce n’est pas une ligne droite, 
mais bel et bien la cycloïde. Sur le dessin suivant les deux billes sont lâchées en À à l'instant 
to, l’une sur le segment [AB]; elle aura donc une accélération constante. La seconde parcourt la 
cycloïde renversée, ayant une tangente verticale en À et passant par B. La bille accélère beaucoup 
au début et elle atteint B bien avant l’autre bille (à l'instant t4 sur le dessin). Notez que la bille 
passe même par des positions en-dessous de B (par exemple en t3). 


ti 
A i 


t3 
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1. Notions de base 


1.1. Définition d’une courbe paramétrée 


Définition 75 


Une courbe paramétrée plane est une application 


f: DCR > R 
t — fit) 


d’un sous-ensemble D de R dans R2. 


Ainsi, une courbe paramétrée est une application qui, à un réel ż (le paramètre), associe un point du 
plan. On parle aussi darc paramétré. On peut aussi la noter f: DCR — R? ou écrire 
t = M) 


T: Enfin en identifiant C avec R?, on note aussi t> z(t) = x(t) +iy(t) 


y(t) 


avec l'identification usuelle entre le point M(t) = (o) et son affixe z(t) = x(t) +iy(t). 


en abrégé t — M(t) ou t= ( 


y 


Par la suite, une courbe sera fréquemment décrite de manière très synthétique sous une forme du 
type 

x(t)=3lnt 

| 0) tEl0,+oo[ ou z(t)=e*, te[0, 27]. 


yt) =2t+1 ? 


Il faut comprendre que x et y désignent des fonctions de D dans R ou que z désigne une fonction 
de D dans C. Nous connaissons déjà des exemples de paramétrisations : 


Exemple 145 


— t— (cost,sint), t € [0,27 : une paramétrisation du cercle trigonométrique. 

— t— (2t —-3,3t+ 1), tŁE€R : une paramétrisation de la droite passant par le point A(—3,1) 
et de vecteur directeur ŭ(2,3). 

A> ((-—2)xa + Axp, (1 — A)ya + Ayp), À € [0,1] : une paramétrisation du segment [AB]. 
— Si f est une fonction d’un domaine D de R à valeurs dans R, une paramétrisation du 
x(t)=t 

ID=FA 


graphe de f, c’est-à-dire de la courbe d’équation y = f(x), est | 
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y) =f) 


Il est important de comprendre qu’une courbe paramétrée ne se réduit pas au dessin, malgré le 
vocabulaire utilisé, mais c’est bel et bien une application. Le graphe de la courbe porte le nom 


suivant : 


Définition 76 


Le support d’une courbe paramétrée f: DCR — R est l’ensemble des points M(t) 


t = fŒ 
où t décrit D. 


Néanmoins par la suite, quand cela ne pose pas de problème, nous identifierons ces deux notions 
en employant le mot courbe pour désigner indifféremment à la fois l'application et son graphe. Des 
courbes paramétrées différentes peuvent avoir un même support. C’est par exemple le cas des 
courbes : 
[0,271 — R? et [0,471 — R? 
t —>  (cosé,siné) t —> (cos¢,sint) 


dont le support est un cercle, parcouru une seule fois pour la première paramétrisation et deux 
fois pour l’autre (figure de gauche). 


ENT 
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Plus surprenant, la courbe 
1-# 21 

r Fe a) LUE 
est une paramétrisation du cercle trigonométrique privé du point (—1,0), avec des coordonnées qui 
sont des fractions rationnelles (figure de droite). 
Ainsi, la seule donnée d’un dessin ne suffit pas à définir un arc paramétré, qui est donc plus qu’une 
simple courbe. C’est une courbe munie d’un mode de parcours. Sur cette courbe, on avance mais on 
peut revenir en arrière, on peut la parcourir une ou plusieurs fois, au gré du paramètre, celui-ci 
n'étant d’ailleurs jamais visible sur le dessin. On « voit » x(t), y(t), mais pas t. 


Interprétation cinématique. La cinématique est l’étude des mouvements. Le paramètre t s’in- 
terprète comme le temps. On affine alors le vocabulaire : la courbe paramétrée s’appelle plutôt 
point en mouvement et le support de cette courbe porte le nom de trajectoire. Dans ce cas, on peut 
dire que M(t) est la position du point M à l'instant t. 


1.2. Réduction du domaine d'étude 


Rappelons tout d’abord l'effet de quelques transformations géométriques usuelles sur le point 
M(x,y) (x et y désignant les coordonnées de M dans un repère orthonormé (O, i, J) donné). 

- Translation de vecteur ü(a,b) : t:(M)=(x+a, y +b). 

— Réflexion d’axe (Ox) : stox(M) = (x,-y). 

- Réflexion d’axe (Oy) : soy (M) = (-x, y). 

— Symétrie centrale de centre O : so(M) = (—x,-—y). 

— Symétrie centrale de centre I (a,b) : sı(M) =(2a-x,2b — y). 

— Réflexion d’axe la droite (D) d’équation y = x : sp(M) = (y,x). 

— Réflexion d’axe la droite (D') d’équation y = —x : sp (M) = (-y,—x). 

— Rotation d'angle autour de O : roto r/2(M) = (— y, x). 


Rotation d'angle 25 autour de O : roto,-x/2(M) = (y, —-x). 
Voici la représentation graphique de quelques-unes de ces transformations. 


t:(M)=(x+a,y+0b) 


so(M) = (x, =y) 
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On utilise ces transformations pour réduire le domaine d'étude d’une courbe paramétrée. Nous le 


ferons à travers quatre exercices. 


Exemple 146 


3 
x(t)=t-5 sint 
Déterminer un domaine dď’étude le plus simple possible de l’arc (0) 2 ; 
y(t)=1-5cost 
Solution. 


Pour tER, 
M(t+27)= (t+ 27- 3 sin(t +27),1— 3 cos(t + 27)) = (t— sint, 1 — 3 cost) + (27,0) = t (M6)) 


où ü = (27,0). Donc, on étudie l’arc et on en trace le support sur un intervalle de longueur 27 
au choix, comme [-x,x] par exemple, puis on obtient la courbe complète par translations de 
vecteurs k - (27,0) =(2kx,0), k € Z. 
Pour te[-x,x1], 

M(-t)= (-(t- sint), 1- 3 cost) = soy (M). 


On étudie la courbe et on en trace le support sur [0,7] (première figure), ensuite on effectue 
la réflexion d’axe (Oy) (deuxième figure), puis on obtient la courbe complète par translations 
de vecteurs kū, k € Z (troisième figure). 


y 


Exemple 147 


Déterminer un domaine d'étude le plus simple possible d’une courbe de Lissajous 
x(t) = sin(2é) 
y(t) = sin(86) ` 


Solution. 

— Pour te R, M(t+2x) = M(t) et on obtient la courbe complète quand t décrit [-x, 7]. 

- Pour tel[-7,7], M(-t) = (-sin(2#), -sin(3t)) = so(M(t)). On étudie et on construit la 
courbe pour t € [0,7], puis on obtient la courbe complète par symétrie centrale de centre 
O. 

- Pour ż € [0,7], M(x — t) = (sin(2x — 2t), sin(8x — 3t)) = (sin(-26),sin(x — 36)) = (- 
sin(2t), sin(3t)) = soy(M(t)). On étudie et on construit la courbe pour t € [0, 5] (première 
figure), on effectue la réflexion d’axe (Oy) (deuxième figure), puis on obtient la courbe 
complète par symétrie centrale de centre O (troisième figure). 
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Exemple 148 


x(t) = A 
1 +$ 


Je 
. . . ri . 1 + t 
Indication : on pourra, entre autres, considérer la transformation t> 1/t. 


Déterminer un domaine dď’étude le plus simple possible de l’arc 


Solution. 
Pour tout réel t, M(t) est bien défini. 
- Pour ż € R, M(-t) = so(M(t)). On étudie et on construit larc quand t décrit [0,+oo[, puis 
on obtient la courbe complète par symétrie centrale de centre O. 
— Pour t €]0, +00], 


1 1 1/43 3 
MA = hs) = 000) = 560 (0460) 


t 1+1/t£ 1+ 1/t4 1+ 1+t4 


Autrement dit, M (t2) = S(y=x (M(1)) avec t2 = 1/t1, et si tı €]0,1] alors t2 € [1,+ool. 


Puisque la fonction t — 1 réalise une bijection de [1,+o0[ sur ]0,1], alors on étudie 


et on construit la courbe quand t décrit 10,1] (première figure), puis on effectue la ré- 
flexion d’axe la première bissectrice (deuxième figure) puis on obtient la courbe complète 
par symétrie centrale de centre O et enfin en plaçant le point M(0) = (0,0) (troisième 


figure). 
y y 
x x | x 
Déterminer un domaine d’étude le plus simple possible de Parc z = L(2ei + gerit]; En calcu- 


Exemple 149 


lant z(t + 27), trouver une transformation géométrique simple laissant la courbe globalement 
invariante. 


Solution. 
- Pour t ER, 2(4+27)= à (26i0+20 + e72it+2m)) = 1 (2eif + e-?it) = z(t). La courbe complète 
est obtenue quand t décrit [-7, x]. 


- Pour t € [-7,71, z(—t) = (2e ÿ+e2it) = $ (2e +e-2it) = z(t). Donc, on étudie et on 


1 
3 
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construit la courbe quand t décrit [0,7], la courbe complète étant alors obtenue par 
réflexion d’axe (Ox) (qui correspond à la conjugaison). 

- Pour t € R, z(t + 2x) _ 1 (2eitt+27/3) +6 2i6+27/8)) _ 1 (262780 + -4in3 5%) = e?" z(t), 
Le point M(t + 27/3) est donc l’image du point M(t) par la rotation de centre O et d’angle 
2r, La courbe complète est ainsi invariante par la rotation de centre O et d’angle 2x 


1.3. Points simples, points multiples 


Définition 77 


Soit f :t— M(t) une courbe paramétrée et soit A un point du plan. La multiplicité du point 
A par rapport à la courbe f est le nombre de réels t pour lesquels M(t)= A. 


En termes plus savants : la multiplicité du point A par rapport à Parc f est Card(f -1(A)). 


LAX 


— Si A est atteint une et une seule fois, sa multiplicité est 1 et on dit que le point À est un 
point simple de la courbe (première figure). 

— Si A est atteint pour deux valeurs distinctes du paramètre et deux seulement, on dit que A 
est un point double de la courbe (deuxième figure). 

— On parle de même de points triples (troisième figure), quadruples, ..., multiples (dès 
que le point est atteint au moins deux fois). 

— Une courbe dont tous les points sont simples est appelée une courbe paramétrée simple. 
Il revient au même de dire que l’application t — M(t) est injective. 


Comment trouve-t-on les points multiples ? 


Pour trouver les points multiples d’une courbe, 
on cherche les couples (t, u) € D? tels que t > u et 
M(t) = M(u). 


On se limite au couple (t,u) avec t > u afin de ne pas compter la solution redondante (u,t) en plus 
de (t, u). 
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Exemple 150 


x(t) = 2t + t? 


,tER*. 
y)= 2-7 


Trouver les points multiples de larc | 


Solution. Soit (t, u) € (R*)? tel que >u. 


26+1#? = Qu +u? 2_u?)+2(-u)= - 2)= 
Mü) =Mlu) = | FT tutu U u ie @-u@+u+2)=0 
2t- 5 = 2u- 7z Xt-u)-(4-4)=0 G-u)(2+ 44)=0 
t+u+2=0 S+2=0 
| 2+4 = 0 cart-u#0 = | 2+5 20 (en posant S =t + u et P = tu) 


P?=1 P=1 P=-1 
< t et u sont les deux solutions de X?+2X+1=0 oude X?+2X-1=0 


<> t=-1+V2 et u=-1-V2 (cart>u). 


EE rs te 
—> —> ou 


M(®) = M(u) 


Il nous reste à déterminer où est ce point double M(t) = M(u). Fixons t = -1 + V2 et u = 
—1- V2. De plus, x(t) = t? + 2t = 1 (puisque pour cette valeur de t, t? + 2t — 1 = 0). Ensuite, en 
divisant les deux membres de légalité t? +24 = 1 par t?, nous déduisons 3 =1+ 2 
divisant les deux membres de légalité t? + 2t = 1 par t, nous déduisons 1 = t+ 2. Par suite, 
y(t) =2t-(1+2(t+2))=-—5. La courbe admet un point double, le point de coordonnées (1, -5). 


, puis, en 


Remarque 1 


Dans cet exercice, les expressions utilisées sont des fractions rationnelles, ou encore, une fois 
réduites au même dénominateur, puis une fois les dénominateurs éliminés, les expressions 
sont polynomiales. Or, à u donné, l'équation M(t) = M(u), dinconnue t, admet bien sûr la 
solution t = u. En conséquence, on doit systématiquement pouvoir mettre en facteur (t — u), 
ce que nous avons fait en regroupant les termes analogues : nous avons écrit tout de suite 
(t? -u?)+2(t-u)= 0 et non pas t? +2t-u?-—2u = 0. Le facteur t-— u se simplifie alors car il 
est non nul. 
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Mini-exercices 


1. Représenter graphiquement chacune des transformations du plan qui servent à réduire 
l'intervalle d'étude. 


. Pour la courbe de Lissajous définie par x(t) = sin(2t) et y(t) = sin(3t), montrer que la 
courbe est symétrique par rapport à laxe (Ox). Exprimer cette symétrie en fonction de 
celles déjà trouvées : so et s(0y. 


. Trouver les symétries et les points multiples de la courbe définie par x(t) = LE et 


; TF 
yO =t. 
. Trouver un intervalle d'étude pour l’astroïde définie par x(t) = cos? t, y(t) = sinêt. 


. Trouver un intervalle d'étude pour la cycloïde définie par x(t) = r(t — sint), y(t) = r(1- 
cost). Montrer que la cycloïde n’a pas de points multiples. 


2. Tangente à une courbe paramétrée 


2.1. Tangente à une courbe 


Soit f :t— M(t), te D CR, une courbe. Soit to € D. On veut définir la tangente en M(to). 


On doit déjà prendre garde au fait que lorsque ce point M(to) est un point multiple de la courbe, 
alors la courbe peut tout à fait avoir plusieurs tangentes en ce point (figure de droite). Pour éviter 
cela, on supposera que la courbe est localement simple en to, c'est-à-dire qu'il existe un intervalle 
ouvert non vide Z de centre to tel que l’équation M(t) = M(to) admette une et une seule solution 
dans DNI, à savoir t = to (figure de gauche). Il revient au même de dire que l’application t — M(t) 
est localement injective. Dans tout ce paragraphe, nous supposerons systématiquement que cette 
condition est réalisée. 


Soit f :t— M(t), t€ D CR, une courbe paramétrée et soit to € D. On suppose que la courbe est 
localement simple en to. 
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Définition 78. Tangente 


On dit que la courbe admet une tangente en M (tọ) si la droite (M(to)M(t)) admet une position 
limite quand ż tend vers tọ. Dans ce cas, la droite limite est la tangente en M(to). 


M(to) 


M(t) 


2.2. Vecteur dérivé 
On sait déjà que la tangente en M(to), quand elle existe, passe par le point M(tọ). Mais il nous 
manque sa direction. Pour t £ to, un vecteur directeur de la droite (M(to)M(t)) est le vecteur 


yt)-y(to) 
de to). Quand ż tend vers to, les coordonnées de ce vecteur tendent vers 0 ; autrement dit le vecteur 


M(to)M(t) = a] (rappelons que ce vecteur est supposé non nul pour t proche de to et distinct 


M(to)M(t) tend (malheureusement) vers 0. Le vecteur nul n'indique aucune direction particulière 
et nous ne connaissons toujours pas la direction limite de la droite (M(to)M(t)). Profitons-en 
néanmoins pour définir la notion de limite et de continuité d’une fonction à valeurs dans RÊ. 


Définition 79 


Soit t — M(t) = (x(t), y(t)), te D cR, une courbe paramétrée et soit tọ € D. La courbe est 
continue en to si et seulement si les fonctions x et y sont continues en tọ. La courbe est 
continue sur D si et seulement si elle est continue en tout point de D. 


En d’autres termes la courbe est continue en tọ si et seulement si x(t) — x(to) et y(t) — y(to), 
lorsque t — to. 
Revenons maintenant à notre tangente. Un autre vecteur directeur de la droite (M(to)M(t)) est le 


vecteur 
x(t)-x(to) | 


1 —— t-t 
Ton VoM = | y-ylto) 


t—to 


On a multiplié le vecteur M(to)M(t) par le réel Er Remarquons que chaque coordonnée de ce 
vecteur est un taux d’accroissement, dont on cherche la limite. D’où la définition : 
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Définition 80 


Soient t — M(t) = (x(t), y(t)), t€ D c R, une courbe paramétrée et to € D. La courbe est déri- 
vable en to si et seulement si les fonctions x et y le sont. Dans ce cas, le vecteur dérivé de 
x'(to) 


la courbe en t, est le vecteur 


Cette notation se justifie car dans le vecteur M (to) M(t), dont on cherche la limite, M(to)M(t) 


peut s’écrire M(t)— M(to) (on rappelle qu’une différence de deux points B — A est un vecteur AB). 
Ainsi : 
différence infinitésimale de M 


-= (to) t 
— = en » 
dt o différence infinitésimale de t a 


dM 
gro 


(to) 


2.3. Tangente en un point régulier 


Si le vecteur dérivé M Cto) n’est pas nul, celui-ci indique effectivement la direction limite de la 
droite (M (to)M(t)). Nous étudierons plus tard le cas où le vecteur dérivé est nul. 


Définition 81 
Soit t> M(t), t€ D cR, une courbe dérivable sur D et soit tọ un réel de D. 
- Si aM Cto) 7 Ó, le point M(to) est dit régulier. 


- Si aM (to) = Ô, le point M(to) est dit singulier. 
— Une courbe dont tous les points sont réguliers est appelée courbe régulière. 


mA 


Interprétation cinématique. Si t est le temps, le vecteur dérivé AM (Cto) est le vecteur vitesse au 
point M (to). Un point singulier, c’est-à-dire un point en lequel la vitesse est nulle, s'appellera alors 
plus volontiers point stationnaire. D'un point de vue cinématique, il est logique que le vecteur 
vitesse en un point, quand il est non nul, dirige la tangente à la trajectoire en ce point. C’est ce 
qu’exprime le théorème suivant, qui découle directement de notre étude du vecteur dérivé : 
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Théorème 43 


En tout point régulier d’une courbe dérivable, cette courbe admet une tangente. La tangente 


en un point régulier est dirigée par le vecteur dérivé en ce point. 


M(to) 


To 


Si M (to) ZÚ, une équation de la tangente To en M (to) est donc fournie par : 
dé 


x—x(to) x'(to) 
y— (to) yo) 


M(x, y) € To => =0 <> y'(to)(x — x(to)) — x'(to)(y — y(o)) = (0. 


Exemple 151 


x(t) = sin(2t) 


y) = sin(36) ’ tel-x,x], est 


Trouver les points où la tangente à la courbe de Lissajous | 
verticale, puis horizontale. 


Solution. 
Tout d’abord, par symétries, on limite notre étude sur t € [0, 3]. Or au point M(t) = (a le 


dM B A E f B 


dt yE] |3cos(3t) 


vecteur dérivé est 


Quand est-ce que la première coordonnée de ce vecteur dérivé est nul (sur t € [0, 31)? 
x't)=0 = 2cos(2t)=0 = t= l 
Et pour la seconde : 
y'(t)=0 > 3cos(3t)=0 — t=7 ou t=— 


Les deux coordonnées ne s’annulent jamais en même temps, donc le vecteur dérivé n’est 
jamais nul, ce qui prouve que tous les points sont réguliers, et le vecteur dérivé dirige la 
tangente. 

La tangente est verticale lorsque le vecteur dérivé est vertical, ce qui équivaut à x'(t) = 0, 
autrement dit en M(?). La tangente est horizontale lorsque le vecteur dérivé est horizontal, 
ce qui équivaut à y'(t) = 0, autrement dit en M(#) et en M(?). 
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On trouve les autres tangentes horizontales et verticales par symétries. 


Remarque 2 


— Une courbe peut avoir une tangente verticale, contrairement à ce à quoi on est habitué 
pour les graphes de fonctions du type y = f(x). 

x(t)=t : 

yo=fa 1 


est une paramétrisation du graphe de la fonction (dérivable) f (où cette fois-ci f est à 


— Par contre dans le cas d’une paramétrisation cartésienne du type 


PE OE 1 So 2 n á è 
valeurs dans R), le vecteur dérivé en to = xo est ( fé) Celui-ci n’est jamais nul puisque 
sa première coordonnée est non nulle. Ainsi, une paramétrisation cartésienne dérivable 
est toujours régulière. De plus, pour la même raison, ce vecteur n’est jamais vertical. 


2.4. Dérivation d'expressions usuelles 


On généralise un peu l’étude précédente. Voici comment dériver le produit scalaire de deux fonc- 


tions vectorielles ainsi que la norme. 
Théorème 44 


Soient f et g deux applications définies sur un domaine D de R à valeurs dans R? et soit 
to € D. On suppose que f et g sont dérivables en to. Alors : 


1. L'application t — (FÒ | PON est dérivable en tọ et 


arie) df 
dé 


de pr de 
(éo) = (ar Go) |g(o)) + (f (to) qr 


2. Si f (to) À 0, l'application t— If) est dérivable en to et, dans ce cas, 


dF go (Fo) | É(to)) 


0 — 
dé IFE) 
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Démonstration 


Le produit scalaire et la norme sont des fonctions de D dans R. 
1. Posons f =(x1,y1) et Z = (x2, y2). Alors (F | Z) = x1x2 + y1y2 est dérivable en to et 
(F 1EY Co) = ire +2123 +y1y2+y1y3to)=(F'1 EX0) + (f 1g Xto). 
2. La fonction (F | f ) est positive, strictement positive en to et est dérivable en to. D’après le 


théorème de dérivation des fonctions composées, la fonction IfI =y (F | F) est dérivable en to 
et 
TF y 


[FA 


(IF 1) Go) = (CF'IF y+ (F IF’) E= to). 


1 
2y (F If) 


Exemple 152 


Soit t— M(t) = (cost,sin t) une paramétrisation du cercle de centre O et de rayon 1. Pour tout 
réel t, on a OM @= 1 ou encore IOMG)| = 1. En dérivant cette fonction constante, on obtient : 
VtER, (OM (t) E M)=0e 0 et on retrouve le fait que la tangente au cercle au point M(t) est 
orthogonale au rayon OM) (t). 


am 
Ae 


Cmo 


Théorème 45 


Soient f, g deux applications définies sur un domaine D de R à valeurs dans R? et À une 
application de D dans R. Soit tọ € D. On suppose que f, g et À sont dérivables en tọ. Alors, 
f +g et Af sont dérivables en to, et 


— 


x + Z df dg df 


Goes dr C0) 


nus ——— (to) = À’ COFCO + AGO) ; Go). 


du f) 
dt 


Démonstration 
Posons f = (x1,y1) et Z = (x2, y2). Alors 

(F +8) 0) = (21 +2, y1 + y2) (to) = (x! + xb, y1 + 720) = F (to) + So), 
et aussi 


AP) Go) = (Ax1,Ay1)' 0) = (A'x1 + Ax, A' y1 +Ay1 Xto) = L'G1, 1)0) + A, YNE) =A F + À fo). 


De même, toujours en travaillant sur les coordonnées, on établit aisément que : 
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Théorème 46 


Soient t — 0(t) une application dérivable sur un domaine D de R à valeurs dans un domaine 
D' de R et u > f(u) une application dérivable sur D’ à valeurs dans R?. Alors f 00 est dérivable 
sur D et, pour tp ED, 

df 
dé 


d(f 00) 


di (to) = 0"(to)- 


(0(to)). 


Mini-exercices 


1. Soit la courbe définie par x(t) = të — 483, y(t) = t?. Calculer le vecteur dérivé en chaque 
point. Déterminer le point singulier. Calculer une équation de la tangente au point (3,1). 
Calculer les équations de deux tangentes au point (0,4). 


. Soit f une fonction dérivable de D c R dans Rĉ. Calculer la dérivée de l'application 
t= FOI. 


. Calculer le vecteur dérivé en tout point de l’astroïde définie par x(t) = cosè t, y(t) = 
sin? t. Quels sont les points singuliers ? Trouver une expression simple pour la pente de 
tangente en un point régulier. 


. Calculer le vecteur dérivé en tout point de la cycloïde définie par x(t) = r(t — sint), 
y(t)=r(1-— cost). Quels sont les points singuliers ? En quels points la tangente est-elle 
horizontale ? En quels points la tangente est-elle parallèle à la bissectrice d’équation 
(y=x)? 


3. Points singuliers - Branches infinies 


3.1. Tangente en un point singulier 


Rappelons qu’un point M(to) d’une courbe paramétrée M(t) = (x(t), y(é)) est dit point singulier si 


le vecteur dérivé en ce point est nul, c’est-à-dire si aM Cto) = 0, ou autrement dit si (x' (to), y’ (to)) = 
(0,0). Lorsque le vecteur dérivé est nul, il n’est d’aucune utilité pour la recherche d’une tangente. 
Pour obtenir une éventuelle tangente en un point singulier, le plus immédiat est de revenir à la 
définition en étudiant la direction limite de la droite (M(to)M(t)), par exemple en étudiant la limite 
du coefficient directeur de cette droite dans le cas où cette droite n’est pas parallèle à (Oy). En 
supposant que c’est le cas : 


t)— y(t 
En un point M(to) singulier, on étudie lim OA) 
t—to x(t)— x(to) 
Si cette limite est un réel Z, la tangente en M (to) existe et a pour 


coefficient directeur £. 
Si cette limite existe mais est infinie, la tangente en M(to) existe et 


est parallèle à (O y). 
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Exemple 153 


x(t) = 322 


(=28 Donner une équation cartésienne de 
y = 


Trouver les points singuliers de la courbe | 
la tangente en tout point de la courbe. 


Solution. 
- Calcul du vecteur dérivé. Pour t € R, M Ct) = (E ). Ce vecteur est nul si et seulement 
si 6t = 6t? = 0 ou encore t = 0. Tous les points de la courbe sont réguliers, à l'exception 
de M(0). 
- Tangente en M(0). Pour t # 0, Z a-y D = 2 = u, Quand ż tend vers 0, cette expression 
tend vers 0. Larc admet une tangente en M(0) et cette tangente est la droite passant 
par M(0) = (0,0) et de pente 0 : c’est l’axe (Ox) (d’équation y = 0). 
- Tangente en M(t), t # 0. Pour t € R*, la courbe admet en M(t) une tangente dirigée par 
Mt) = (E) ou aussi par le vecteur L (E 
est donc t(x — 3t?) — (y — 243) = 0 ou encore y = tx — tè (ce qui reste valable en t = 0). 


) = (4). Une équation de la tangente en M(t) 


y 


3.2. Position d’une courbe par rapport à sa tangente 


Quand la courbe arrive en M(to), le long de sa tangente, on a plusieurs possibilités : 


— la courbe continue dans le même sens, sans traverser la tangente : c’est un point d’allure 
ordinaire, 

— la courbe continue dans le même sens, en traversant la tangente : c’est un point d'inflexion, 

— la courbe rebrousse chemin le long de cette tangente en la traversant, čest un point de 
rebroussement de première espèce, 

— la courbe rebrousse chemin le long de cette tangente sans la traverser, c’est un point de 
rebroussement de seconde espèce. 
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point d’allure ordinaire point d'inflexion 


rebroussement de première espèce rebroussement de seconde espèce 


Intuitivement, on ne peut rencontrer des points de rebroussement qu’en un point stationnaire, car 
en un point où la vitesse est non nulle, on continue son chemin dans le même sens. 


Pour déterminer de façon systématique la position de la courbe par rapport à sa tangente en un 
point singulier M(to), on effectue un développement limité des coordonnées de M(t) = (x(t), y(t)) 
au voisinage de t = to. Pour simplifier l’expression on suppose tọ = 0. On écrit 


M(t) = M(0) +t v +t1w +t E(t) 
où : 
— p <q sont des entiers, 
- v et w sont des vecteurs non colinéaires, 
— E(t) est un vecteur, tel que l'E @]| — 0 lorsque £ — to. 
En un tel point M(0), la courbe € admet une tangente, dont un vecteur directeur est v. La position 
de la courbe € par rapport à cette tangente est donnée par la parité de p et q : 


w 
w 
U 

p impair, q pair p impair, q impair 

point d’allure ordinaire point d'inflexion 
W 
w v 
v 
p pair, q impair p pair, q pair 


rebroussement de première espèce rebroussement de seconde espèce 


Prenons par exemple M(t) = t? T +tõw. Donc p = 2 et q =5. Lorsque t passe d’une valeur négative 
à positive, t? s’annule mais en restant positif, donc la courbe arrive au point le long de la tangente 
(dirigée par T) et rebrousse chemin en sens inverse. Par contre t’ change de signe, donc la courbe 
franchit la tangente au point singulier. C’est bien un point de rebroussement de première espèce. 
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+ 
w 


Voyons un exemple de chaque situation. 


Exemple 154 


P OE E  — x(t) =t 
Etudier le point singulier à l’origine de 3 : 

y(t)=t 
Solution. 


En M(0) = (0,0), il y a bien un point singulier. On écrit 


M(+) =t? H + 5 , 
1 (0) 
0 


Ainsi p = 3, q = 5, V = (?), W = ($). La tangente, dirigée par T, est verticale à l’origine. 
Comme p = 3 est impair alors t? change de signe en 0, donc la courbe continue le long de la 
tangente, et comme q = 5 est aussi impair, la courbe franchit la tangente au point singulier. 
C’est un point d'inflexion. 


y 
O 
X 
Exemple 155 
. t) = 2? 
Etudier le point singulier à l’origine de | a E 


Solution. 
En M(0) = (0,0), il y a bien un point singulier. On écrit 


_,2[2| 310 
M(t)=t HE (2 


Ainsi p=2,q=3, V = (2), w = (2i): C’est un point de rebroussement de première espèce. 
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Exemple 156 


x(t)=1+t? + 4t 
— 42, 1,3 4 : 
YA) = #2 + 18 +24 


vf) 


1 
2 
1 


Étudier le point singulier en (1,0) de | 


Solution. 
On écrit 


On a donc p = 2 avec v = (4), par contre le vecteur V' = | | est colinéaire à V, donc q = 4 et 


2 
w = ($). C’est un point de rebroussement de seconde espèce. 


y 


R 


Exemple 157 


x(t) = t2In(1+#) 


Étudier le point singulier à l’origine de | or (exp?) zi 


Solution. 
On écrit i 
t 
x(t) = 1 - + telt) y) = +6 606) 
et ainsi 


M) =# o + E i LATE. 


On a donc p = 3, q = 4 et c’est un point d’allure ordinaire. 
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3.3. Branches infinies 


Dans ce paragraphe, la courbe f : t— M(t) est définie sur un intervalle 7 de R. On note aussi € la 
courbe et to désigne l’une des bornes de I et n’est pas dans Z (to est soit un réel, soit —oo, soit +00). 


Définition 82 


Il y a branche infinie en tọ dès que l’une au moins des deux fonctions |x| ou |y| tend vers 
l'infini quand ż tend vers to. Il revient au même de dire que lim:_.;, ||f(#)|| = +00. 


Pour chaque branche infinie, on cherche s’il existe une asymptote, c’est-à-dire une droite qui 
approxime cette branche infinie. La droite d’équation y = ax+b est asymptote à € si y(t)- (ax(t)+ 
b) — 0, lorsque t — to. 
Dans la pratique, on mène l'étude suivante : 
1. Si, quand ż tend vers to, x(t) tend vers +oo (ou —-c) et y(t) tend vers un réel Z, la droite 
d’équation y = £ est asymptote horizontale à €. 
2. Si, quand ż tend vers to, y(t) tend vers +o (ou —c) et x(t) tend vers un réel Z, la droite 
d’équation x = £ est asymptote verticale à €. 
3. Si, quand ż tend vers to, x(t) et y(t) tendent vers +00 (ou —-co), il faut affiner. On étudie 
lim;_+, 29 avec les sous-cas suivants : 


(a) Si za tend vers 0, la courbe admet une branche parabolique de direction asymptotique 
d’équation y = 0 (mais il n’y a pas d’asymptote). 
(b) Si na tend vers +00 (ou —oo), la courbe admet une branche parabolique de direction 
asymptotique d’équation x = 0 (mais il n’y a pas d’asymptote). 
(c) Si n tend vers un réel non nul q, la courbe admet une branche parabolique de direc- 
tion asymptotique ďéquation y = ax. 
Il faut encore affiner l’étude. On étudie alors lim;_.+, (yt) — ax(t)) avec les deux sous-cas : 
(i) Si y(t)—-ax(t) tend vers un réel b (nul ou pas), alors lim;—ż (y(t) — (ax(t) + b)) = 0 et la 
droite d’équation y = ax + b est asymptote oblique à la courbe. 
(Gi) Si y) —-ax(t) tend vers +00 ou —-co, ou n’a pas de limite, la courbe n’a qu'une direction 
asymptotique d’équation y = ax, mais n’admet pas de droite asymptote. 


De gauche à droite : asymptote verticale, horizontale, oblique. 
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Une branche parabolique peut ne pas admettre de droite asymptote, comme dans le cas d’une 


parabole : 
y 
x 
Exemple 158 
TEE x(t) = 74 ; ; Pe 
Etudier les asymptotes de la courbe Gene Déterminer la position de la courbe par 
J= PI 


rapport à ses asymptotes. 


Solution. 
- Branches infinies. La courbe est définie sur R\{-1,+1}. |x(£)| — +oco uniquement 
lorsque t — +17 ou t — +1*. |y(t)| — +oo lorsque t — -17 ou t — —-1* ou t — +1 ou 


t— +1*.Il y a donc 4 branches infinies, correspondant à —17, —1+, +17, +1*. 

- Étude en -1_. Lorsque t > —17, x(t) > 1 et y(t) — —-co : la droite verticale (x = D est 
donc asymptote pour cette branche infinie (qui part vers le bas). 

- Étude en -1*. Lorsque t > —1*, x(t) > à et y(t) — +0 : la même droite verticale 
d’équation (x = D est asymptote pour cette branche infinie (qui part cette fois vers le 
haut). 

- Étude en +1. Lorsque t > +17, x(t) — -œ et y(t) — —-co. On cherche une asymptote 

y(t) . 


oblique en calculant la limite de $p : 


JE P- 
AA 


lorsque é — +1 . 


N | © 


3 
t+1 


On cherche ensuite si y(£) — 3x(é) admet une limite finie, lorsque x — +17 : 


3 3t 3 +  S3t-St(t+1) -tt-1) -st 3 | 
i n= z = E == l t> +1”. 
y(t) 9%0) 2-1 2-1 22] G- DGE+D fl z lorsque 


Ainsi la droite ďéquation y = 3x — 3 est asymptote à cette branche infinie. 

- Étude en +1*. Les calculs sont similaires et la même droite d’équation y = x — 3 est 
asymptote à cette autre branche infinie. 

- Position par rapport à l’asymptote verticale. Il sagit de déterminer le signe de 
x(t) — i lorsque x — —17 (puis x — —1*). Une étude de signe montre que x(t) — i >0 
pour t <—1 et t > +1, et la courbe est alors à droite de l’asymptote verticale ; par contre 
x(t)— t <0 pour —1 <t¢< +1, et la courbe est alors à gauche de asymptote verticale. 

- Position par rapport à l’asymptote oblique. Il s’agit de déterminer le signe de 
y(t)— (x) — 3), La courbe est au-dessus de l’asymptote oblique pour —1 < t< +1; et 
en-dessous de l’asymptote ailleurs. 

— Point à l'infini. Lorsque t — + (ou bien t — —co) alors x(t) — 1 et y(t) — 0. Le point 
(1,0) est donc un point limite de la courbe paramétrée. 
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-3 -2 -1 
-2 
-3 
-4 
t— +1 
-5 t——1 


On trouvera d’autres exemples d’études de branches infinies dans les exercices de la section 
suivante. 


Mini-exercices 


1. Déterminer la tangente et le type de point singulier à l’origine dans chacun des cas : 
(or 12) (42,104). 
. Trouver les branches infinies de la courbe définie par x(t)= 1- 1 y(t) = t. Déterminer 


ľasymptote, ainsi que la position de la courbe par rapport à cette asymptote. 
1 


. Mêmes questions pour les asymptotes de la courbe définie par x(t) = l + YG)= À: 


. Déterminer le type de point singulier de l’astroïde définie par x(t) = cos? t, y(t) = sin t. 
Pourquoi l’astroïde n’a-t-elle pas de branche infinie ? 

. Déterminer le type de point singulier de la cycloïde définie par x(t) = r(t — sint), y(t) = 
r(1— cost). Pourquoi la cycloïde n’a-t-elle pas d’asymptote ? 


4. Plan d'étude d’une courbe paramétrée 


Dans la pratique, les courbes sont traitées de manière différente à l'écrit et à l'oral. À l'écrit, l'étude 
d’une courbe est souvent détaillée en un grand nombre de petites questions. Par contre, à l’oral, 
un énoncé peut simplement prendre la forme « construire la courbe ». Dans ce cas, on peut adopter 
le plan d'étude qui suit. Ce plan n’est pas universel et n’est qu’une proposition. Aussi, pour deux 
courbes différentes, il peut être utile d'adopter deux plans d'étude différents. 
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4.1. Plan d'étude 


1. Domaine de définition de la courbe. 
Le point M(t) est défini si et seulement si x(t) et y(t) sont définis. Il faut ensuite déterminer 
un domaine d'étude (plus petit que le domaine de définition) grâce aux symétries, périodi- 
cités... 


2. Vecteur dérivé. 
Calcul des dérivées des coordonnées de t — M(t). Les valeurs de t pour lesquelles x'(t)= 0 
(et y'(t) Z 0) fournissent les points à tangente verticale et les valeurs de + pour lesquelles 
y'(t)=0 (et x'(t) Z 0) fournissent les points à tangente horizontale. Enfin, les valeurs de t 
pour lesquelles x'(t) = y'(t) = 0 fournissent les points singuliers, en lesquels on n’a encore 
aucun renseignement sur la tangente. 


3. Tableau de variations conjointes. 


L'étude de x’ et y’ permet de connaître les variations de x et y. Reporter les résultats obtenus 
des variations conjointes des fonctions x et y dans un tableau. Cela donne alors un tableau 
à compléter : 


x'(t) 


y 


y'(t) 


Ce tableau est le tableau des variations des deux fonctions x et y ensemble. Il nous montre 

l’évolution du point M(t). Par suite, pour une valeur de t donnée, on doit lire verticalement 

des résultats concernant et x, et y. Par exemple, x tend vers +00, pendant que y « vaut » 3. 
4. Étude des points singuliers. 


5. Étude des branches infinies. 


6. Construction méticuleuse de la courbe. 
On place dans l’ordre les deux axes et les unités. On construit ensuite toutes les droites 
asymptotes. On place ensuite les points importants avec leur tangente (points à tangente 
verticale, horizontale, points singuliers, points d’intersection avec une droite asymptote,...). 
Tout est alors en place pour la construction et on peut tracer l’arc grâce aux règles suivantes : 


Tracé de la courbe paramétrée (x(t), y(t)) 


Si x croît et y croît, on va vers la droite et vers le haut. 
Si x croît et y décroît, on va vers la droite et vers le bas. 
Si x décroît et y croît, on va vers la gauche et vers le haut. 


Si x décroît et y décroît, on va vers la gauche et vers le bas. 


7. Points multiples. 


On cherche les points multiples s’il y a lieu. On attend souvent de commencer la construction 
de la courbe pour voir s’il y a des points multiples et si on doit les chercher. 
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4.2. Une étude complète 


Exemple 159 


Construire la courbe 


3 
LE #21 
_ (842) 
OS ED 


Solution. On note € la courbe à construire. 
- Domaine d’étude. 
Pour t € R, le point M(t) est défini si et seulement si t # +1. Aucune réduction intéres- 
sante du domaine n’apparaît clairement et on étudie donc sur D = R\ {-1, 1}. 
- Variations conjointes des coordonnées. 
La fonction x est dérivable sur D et, pour t € D, 


3P- D- _ #(2-3) 
-D3 — -D 


x'(t)= 


La fonction x est donc strictement croissante sur ]-— o0, — v3] et sur [V3, +ool et stricte- 
ment décroissante sur [—V3,-—1[, sur ]- 1, 1[ et sur ]1, + v31. 


La fonction y est dérivable sur D U{-1} et, pour te D U{-1}, 


(6t-2X(t-1)- (3t? -2t) 38 -6:+2 


! i= SOES 
y @)= 34-17 METES 


La fonction y est donc be croissante sur ]— co, 1 m et sur [1 + +ool, stric- 


T 
tement décroissante sur [1 — 7 1[ et sur ]1,1+ sl 
Les fonctions x’ et y’ ne s’annulent jamais simultanément et la courbe est donc régulière. 


(2-3) 32-61+2 
(2-12? 30-1} 


La tangente en un point M(t) est dirigée par le vecteur dérivé ( ) ou encore 


par le vecteur [Ex 342 —6t+ 2}: 
- Tangentes parallèles aux axes. 
ES zA 1 : — L 
y s’annule en 1 5 et 1+ EL En les points M(1 73) et M(1 + > la courbe admet 


une tangente parallèle à (Ox). On a 


c1-44- 4A Di )-(1-4+ DE a 


v3 v3 v3 v3 3v3) L V3 3) 6+3 
42—26 
= 4 [6v3 -10)(-6- v3) = -2v5 -0,09.. 


v(1-2)=4f1-2)(8-v5-2)(-2)--1(V5- 0) (1-73) = cou. 


Puis, par un calcul conjugué (c’est-à-dire en remplaçant V3 par -v3 au début de calcul), 
onax(1+)= 4242608 9,63... et y+ = V8 9,48.. 


x! s’annule en 0, V3 et -V3. En les points M(0) = (0,0), M(V3) = (88,878) = 
(2,59...,2,52...) et M(-V3) = (28, 13) = (_2,59...,-1,52...) il y a une tangente 
parallèle à (O y). 
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- Étude en linfini. 
Quand ż tend vers +00, x(t) et y(t) tendent toutes deux vers + et il y a donc une 
branche infinie. Même chose quand ż tend vers —oo. 
Étudions lim, #9. Pour t € D \ {0}, 


Y) (3t-2) -1 (3t-2Xt+1) 


xO 30- D P 342 
Cette expression tend vers 1 quand ż tend vers +00 ou vers —co. 
Pour te D, 
t(3t-2) £  4(3t-2Xt+1)-36 2-21 
y(t)- x(t) = = = 


3(t-1) -1 — 3(t-1(t+1) 38@-1X(t+1) 


Cette expression tend vers à quand ż tend vers +00 ou vers —-co. Ainsi, 
Jim (7) (+ 3)) = 0. 


Quand ż tend vers +00 ou vers —-co, la droite À d’équation y = x + 3 est donc asymptote 
à la courbe. 


Z . ie : 1) 2 _ -2 č _1_ 
Etudions la position relative de € et A. Pour t € D, y(t)- (x(t) + 3) = DD a 
—2t+1 
8(—1)(+1)° 
t —00 -1 I 1 +00 
signe de y(t)- (x(t)+ À) + - + - 
position € au-dessus € en-dessous € au-dessus € en-dessous 
relative deA de A deA de A 


€ et À se coupent au point M(1/2) = (—1/6, 1/6) = (-0,16...,0,16...). 

- Étude en ż = -1. 
Quand t tend vers —1, y(t) tend vers —-5/6, et x(t) tend vers —-c en —-1" et vers +00 en 
—1*. La droite d’équation y = -š est asymptote à €. La position relative est fournie par 


| 5 — 6t?+t-5 _ (t+1)6+-5) 
le signe de y(t) + $ = "D = 6i : 
- Etude en ż=1. 
Quand t tend vers 1, x et y tendent vers l'infini, x = BED tend vers 2 et y(t)— 
3+2 
2x(t) = Et = ta tend vers Z. La droite d’équation y = 2x + ł est asymptote à 


la courbe. La position relative est fournie par le signe de y(t) — (2x) + à) = 2t t3 = 


(t-1)(2t+3) 
6+1) `’ 


- Tableau de variations conjointes. 


—00 -v3 -1 l= 1 ith č v3 +00 
x'(t) + = = z + 
—2,59... H 00 +00 +00 
—00 —00 —00 2,59 
0,17... +00 +00 
y | b D 
—00 —00 2,48... 
yH) + - -— D $ 
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— Intersection avec les axes. 
x(t) = 0 équivaut à t = 0. La courbe coupe (Oy) au point M(0) = (0,0). y(t) = 0 équivaut à 
t=00ut= 2. La courbe coupe (Ox) au point M(0) = (0,0) et M) = (-£,0). 

— Tracé de la courbe. 


y y=x+3 


6 5 4 3 1 1 + à 4 À € "y 


5 
t—-1 > y=-6 
t= -3 


f= —00 


Le tracé fait apparaître un point double. Je vous laisse le chercher (et le trouver). 


4.3. Une courbe de Lissajous 
Exemple 160 


x = sin(2t) 


. de la famille des courbes de Lissajous. 
y = sin(3t) 


Construire la courbe | 


Solution. 

- Domaine dď’étude. Pour tout réel t, M(t) existe et M(t+27) = M(t). On obtient la courbe 
complète quand t décrit [-7x, 7]. 
Pour t € [-x, 7], M(-t) = so(M(t)), puis pour t € [0,7], M(x-t) = stoy (M (t)). On étudie et 
on construit larc quand ż décrit [0, 41, puis on obtient la courbe complète par réflexion 
d’axe (Oy) puis par symétrie centrale de centre O. Puisque, pour tout réel t, M(t +7) = 
s(ox(M(t)), l'axe (Ox) est également axe de symétrie de la courbe. 

- Localisation. Pour tout réel t, |x(£)| < 1 et |y(t)| < 1. Le support de la courbe est donc 
contenu dans le carré {(x, y) ER? | Ixl<let lyl < 1}. 

- Variations conjointes. D’après les propriétés usuelles de la fonction sinus, la fonction 
x est croissante sur [0, Z] et décroissante sur [5 zl ; et de même, la fonction y croît sur 
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[0, §] et décroît sur [#, 5]. 
— Vecteur dérivé et tangente. 
Pour te [0,3], M(t) = (2cos(25), 3 cos(36)). Par suite : 


dM 


goa <= cos(2t) = cos(3t)=0 > te (Z +3Z)n(4+47) =Ø. 


Donc aM ne s’annule pas et la courbe est régulière. La tangente en tout point est 
dirigée par le vecteur (2cos(2t), 3 cos(3t)). 

- Cette tangente est parallèle à (Ox) si et seulement si cos(3t) = 0 ou encore t € &+ 37 ou 
enfin t = § et t = 3, et cette tangente est parallèle à (Oy) si et seulement si cos(2f) = 0 
ou encore t€ F + 3Z ou enfin t=}. 

— La tangente en M(0) est dirigée par le vecteur (2,3) et a donc pour coefficient directeur 
3/2. 

- Pour te [0,7], MŒ) e (Ox) si et seulement si sin(3#) = 0 ou encore t € 3Z ou enfin £t=0 
ou t= 3. La tangente en M(x/3) est dirigée par le vecteur (—1,-3) et a donc pour 
coefficient directeur 3. 


4.4. Le folium de Descartes 


Il existe d’autres façons de définir une courbe, par exemple par une équation cartésienne du type 
f(x, y) = 0. Par exemple, (x? + y? — 1 = 0) définit le cercle de rayon 1, centré à l’origine. 


Pour étudier les équations f(x, y) = 0, il nous manque un cours sur les fonctions de deux variables. 
Néanmoins, il est possible dès à présent de construire de telles courbes en trouvant une para- 
métrisation. Une idée (parmi tant d’autres), fréquemment utilisée en pratique, est de chercher 
l'intersection de la courbe avec toutes les droites passant par l’origine comme le montre le dessin 
suivant. Ceci revient en gros à prendre comme paramètre le réel t = z, 
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Exemple 161 


Construire le folium de Descartes € d’équation x?+y?—3axy = 0, a étant un réel strictement 
positif donné. 


Solution. 
Commençons par montrer que l’intersection de la courbe avec l’axe des ordonnées est réduite 


à l’origine : 
Mx,y)e6n(0y) = x? +y? — 8axy =0 et x=0 <> x=y=0. 


Soient {ER et D; la droite d’équation (y = tx). Cherchons l'intersection de cette droite D}; avec 
notre courbe & : 


x#0 x#0 
M(x, y)E DiN E \(Oy) > 4 y=tx = À y=tx 
x3 + tx’ — 3atx? = 0 (1+43)x — 3at = 0 
x A0 _ 3at 
<> x = Sat tét-1) = X= Ire t ¢{-1,0} 
is pour _ ga pour ,0}. 
__ 8at? — GEP 
Y= Tre 


Ainsi € est la réunion de {0} et de l’ensemble des points (22 , n t ¢ {—-1,0}. D’autre part 


les droites D—ı et Do n’ont qu’un point commun avec 6, à savoir le point O. Comme t = 0 


refournit le point O, on a plus simplement : 


e={ 3at 3at? 


= rs) | LR}. 


Une paramétrisation de la courbe est donc 


8at 

x(t) = a 

fs l+ 
= 2 

H= Ire 


Après étude, on obtient le graphe suivant : 
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Mini-exercices 


. Faire une étude complète et le tracé de la courbe définie par x(t) = tan (£), y(t) = sin(é). 
. Faire une étude complète et le tracé de l’astroïde définie par x(t) = cos? t, y(t) = sinë +. 


. Faire une étude complète et le tracé de la cycloïde définie par x(t) = r(t — sin t), y(t) = 
r(1- cost). 


5. Courbes en polaires : théorie 


5.1. Coordonnées polaires 


Rappelons tout d’abord la définition précise des coordonnées polaires. Le plan est rapporté à un 
repère orthonormé (O, i , j ). Pour 0 réel, on pose 

uo = cos 0 i +sin0 j et vo= sin i +cos0 j = UQ+7/2. 
M étant un point du plan, on dit que [r : 0] est un couple de coordonnées polaires du point M si 
et seulement si OM = ru. 


M=[r:0] = OM-ruÿ — M= 0 + ru] 
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5.2. Courbes d'équations polaires 
La courbe d’équation polaire r = f(0) est l'application suivante, où les coordonnées des points 
sont données en coordonnées polaires : 
F: D > R? 
0 — M(0)=[|r(0):0]=0+r(0)ūo 
ou encore, sous forme complexe, 0 — r(O)ei?. 


Exemple 162 


Voici une spirale d’équation polaire r = V6, définie pour 8 € [0, +ool. 

Par exemple pour 0 = 0, r(8) = 0, donc l’origine appartient à la courbe €. Pour 0 = %, r(0) = 
V3 donc M(5) = [4 : 2], soit en coordonnées cartésiennes M(5) = (0, 1,25...) € €. Puis 
M(n)= {V7 :7]=(-1,77...,0)e €, M2) =[V2x : 27] =[V27:0]=(2,50...,0)e€, ... 


Une telle équation (r = f (0)) ressemble à une équation cartésienne (y = f(x)). Mais la non unicité 
d’un couple de coordonnées polaires en fait un objet plus compliqué. Reprenons l’exemple de la 
spirale d’équation polaire r = v8. Le point de coordonnées polaires [x : x] est sur la spirale, mais 
aussi le point [- v7 : 2x] (car [- v7 : 2x] = [7x : x]). Ainsi, si en cartésien on peut écrire M(x,y) € 
Cf —> y = f(x), ce n’est pas le cas en polaires, où l’on a seulement r = f(0) — Mir:01e<€. 
Pour avoir une équivalence, avec € la courbe d’équation polaire r = f (0) et M un point du plan, il 
faut écrire : 


il exi : 5 
Fr ee il existe un couple [r : 0] de coordonnées 


polaires de M tel que r = f (0). 
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Remarque 3 


— Dans cette présentation, la lettre r désigne à la fois la première des deux coordonnées 
polaires du point [r : 0] et aussi la fonction 0 —> r(0), cette confusion des notations étant 
résumée dans légalité r = r(0). 

— r(0) n’est pas nécessairement la distance OM(0) car la fonction r peut tout à fait prendre 
des valeurs strictement négatives. La formule générale est OM (0) = |r(0)|. 

- Grâce aux relations usuelles entre les coordonnées cartésiennes et les coordonnées 
polaires d’un point, on peut à tout moment écrire une représentation polaire sous la 


forme d’une représentation paramétrique classique : 


x(0) = r(8)cos(0) 
y(0)=r(0)sin(6) ` 


5.3. Calcul de la vitesse en polaires 


Pour pouvoir dériver un arc en coordonnées polaires, il faut d’abord savoir dériver le vecteur 
= >. à a+ ; 
ug = cos0 i +sin0 j en tant que fonction de 0 : 


— (0) = -sin i +cos0 j =V =Ug+n2 et —(0)= Ug+n/2+7/2 = U9+r = —U6. 
d0 d0 
En résumé, ils s’obtiennent par rotation d’angle +3 : 
dug -, dvg — 
= = UE = —U9 


5.4. Tangente en un point distinct de l’origine 


Soient r une fonction dérivable sur un domaine D de R à valeurs dans R et € la courbe d’équation 
polaire r = r(0) ou encore de représentation polaire 0 — O +r(0)u6. 
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Théorème 47. Tangente en un point distinct de l’origine 


1. Tout point de € distinct de l’origine O est un point régulier. 


— 


dM = = 
ag O =r'(0)ug +r(0)vo 


2. Si M(0) #0, la tangente en M(0) est dirigée par le vecteur 


3. Langle 6 entre le vecteur ug et la tangente en M(0) vérifie | tan(B) = 5 Į si r' Z 0, et 


b= 3 (mod x) sinon. 


Le repère (M(8),u9, vo) est le repère polaire en M(6). Dans ce repère, les coordonnées du vecteur 


a sont donc (r/,r). On note p langle (up, M) et a langle G, du) de sorte que a = p +0. 


Démonstration 


- Comme M(0)=0O +r(0)uọġ, alors par la formule de dérivation d’un produit : 


dM,  dr(6)_, dre 2. 
“0 ® = ag “? F AO ID =r (0)ug + r(0)vo 


- Déterminons alors les éventuels points singuliers. Puisque les vecteurs u9 et v9 ne sont pas 
colinéaires, 
dM 
do 
Maintenant, comme r(8)=0 <=> M(0)= O, on en déduit que tout point distinct de l’origine est 
un point régulier. 


@)=0  r(8)=0 et r'(8)=0 


- Comme TC) = r'(0)uo +r(8)vo alors, dans le repère polaire (M(8),u9, vo), les coordonnées de 


dM 1 
gg Srt (r,r). 


On a alors 
B r! mf r 
cos b= — et sinf= ———. 
Vr2 +r’ yr2 +r/2 


1 


t 
E á ; 
E On préfère retenir 


Ces égalités définissent 6 modulo 2x. Ensuite, (puisque r # 0) on a 
que, si de plus 7r’ #0, tan(B) = 5 


re 
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Les deux dernières égalités déterminent 6 modulo x, ce qui est suffisant pour construire la 


tangente, mais insuffisant pour construire le vecteur aM, 


Exemple 163 


Déterminer la tangente à la courbe polaire : 
r=1-2cos0 


au point M(5). 


Solution. 
On note € la courbe. 


1. Première méthode. On détermine l’angle (49, aM) formé par la tangente avec la droite 
ď'angle polaire 0. 


Comme r'(0) = 2sin0, alors r'(5) = 2. De plus, r(4) = 1 # 0. Donc, 


í rG 
anf = TE =a 


Ainsi, modulo z, 


B = arctan(d) = 5 — arctan(2). 


L'angle polaire de la tangente en M(5) est donc 
T T 
a=fB+0= 2 + D” arctan(2) = x — arctan(2). 


2. Seconde méthode. On calcule le vecteur dérivé, qui bien sûr dirige la tangente : 


dM (n = +. T7, ge 
qg (3) 52 Tma +108 = i +2j 


Comme la tangente passe par le point M(3) = [1: 3] = (0,1), une équation cartésienne 
de cette tangente est donc 2-(x—0)+ 1-(y — 1) = 0 ou encore y = -2x +1. 
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5.5. Tangente à l’origine 


Supposons maintenant que, pour un certain réel 0o, la courbe passe par l’origine O. On suppose 
comme d'habitude que larc est localement simple, ce qui revient à dire qu’au voisinage de 60, la 
fonction r ne s’annule qu’en 66. 


Théorème 48. Tangente à l’origine 


Si M(00) = O, la tangente en M(60) est la droite d’angle polaire 60. 


ubo 


Une équation cartésienne de cette droite dans le repère (O,i,j) est donc y = tan(6o)x, si Oo ¢ 
3 +aZet x = 0, si 0o € 5 +xZ. 
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Démonstration 


Pour 0 00, le vecteur 


1 —— es 


dirige la droite (M(65)M(0)). Or, quand 6 tend vers 00, ug tend vers ug. Ainsi ug, est un vecteur 
directeur de la tangente, comme on le souhaitait. 


Remarque 4 


En l’origine, on ne peut avoir qu’un point d’allure ordinaire ou un rebroussement de 
première espèce. 
- Sir s’annule en changeant de signe, le point M(0) franchit l’origine en tournant dans le 
sens direct : c’est un point d’allure ordinaire. 
- Sir s’annule sans changer de signe en arrivant en O, on rebrousse chemin en traversant 
la tangente (puisque l’on tourne toujours dans le même sens) : c’est un rebroussement 
de première espèce. 


Exemple 164 


Étudier le point M (5) dans les deux cas suivants : 


r=(0+1)cos0 et r = cos?(0). 


Solution. Dans les deux cas, M(5) = O et la tangente en M(5) est la droite passant par O et 
d'angle polaire 5, c’est-à-dire laxe des ordonnées. 

- Dans le premier cas, r change de signe en franchissant 3, de positif à négatif. Ainsi, en 
tournant toujours dans le même sens, on se rapproche de l’origine, on la franchit et on 
s’en écarte : c’est un point d'allure ordinaire. 

— Dans le deuxième cas, r ne change pas de signe. On ne franchit pas l’origine. On re- 
brousse chemin tout en tournant toujours dans le même sens : c’est un point de rebrous- 


sement de première espèce. 


Mini-exercices 


1. Soit la courbe d’équation polaire r = (cos0)?. Quand est-ce que la tangente en M(6) est 
perpendiculaire à 49 ? Quelle est la tangente à l’origine ? En quels points la tangente 
est-elle horizontale ? Tracer la courbe. 


j e a A : 
2. Montrer que la courbe polaire r = =—-5::5 est une droite, que vous déterminerez. 
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Même problème avec r = 


= 
cos(0—7)" 
3. Montrer que la courbe polaire r = cos0 est un cercle, que vous déterminerez. 


6. Courbes en polaires : exemples 


6.1. Réduction du domaine d'étude 


On doit connaître l'effet de transformations géométriques usuelles sur les coordonnées polaires 
d’un point. Le plan est rapporté à un repère orthonormé direct, M étant le point de coordonnées 
polaires [r : 0]. 

— Réflexion d’axe (Ox). s(02) : [r : 01 [r : -01. 

- Réflexion d’axe (Oy). so :lr:01- [r : x-0]. 

— Symétrie centrale de centre O. so :[r:0]—> [r :0 +7] = [-r : 0]. 

- Réflexion d’axe la droite D d’équation (y = x). sp(M):[r :0]> [r : 5—01. 

- Réflexion d’axe la droite D' d’équation (y = —x). sp (M) : [r :01—[-r:%-01=1[r:-5-01. 

- Rotation d'angle 5 autour de O. ro,n2: [r :0]— [r :0 +5]. 


Rotation d'angle ọ autour de O. ro, : [r :0]— [r :0 + ọl. 
Voici quelques transformations : 


Exemple 165 


Déterminer un domaine dď’étude le plus simple possible de la courbe d’équation polaire 


r=1+2cos?0. 


Solution. 
— La fonction r est définie sur R et 27-périodique. Donc, pour 0 € R, 


M(0 +27) = |r(0 +27): 0 +27] = [r(0):0] = M(0). 
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La courbe complète est donc obtenue quand 0 décrit un intervalle de longueur 27 comme 
[-x,x] par exemple. 
— La fonction r est paire. Donc, pour 0 E[-x, x], 


M(-0) = [r(-0) : -8] = [r(0) : -80] = s(0x (M0). 


On étudie et construit la courbe sur [0, x], puis on obtient la courbe complète par réflexion 
d’axe (Ox). 
— r(x -0)=r(8). Donc, pour 0 € [0,7], 


M(x-060)=[r(x-0):x-0]=[r(8):7-0] =s(0(M()). 


On étudie et construit la courbe sur [0,2], puis on obtient la courbe complète par ré- 
flexion d’axe (Oy) puis par réflexion d’axe (Ox). 


— On obtiendrait les tracés suivants sur [0, 21, sur [0, x] puis [0,27]. 


6.2. Plan d'étude 


1. Domaine de définition et réduction du domaine d'étude en détaillant à chaque fois les 
transformations géométriques permettant de reconstituer la courbe. 


2. Passages par l’origine. On résout l’équation r(0) = 0 et on précise les tangentes en les 
points correspondants. 


3. Variations de la fonction r ainsi que le signe de la fonction r. Ce signe aura une influence 
sur le tracé de la courbe (voir plus bas). Ce signe permet aussi de savoir si l’origine est un 
point de rebroussement ou un point ordinaire. 


4. Tangentes parallèles aux axes. Recherche éventuelle des points en lesquels la tangente 
est parallèle à un axe de coordonnées (pour une tangente en un point distinct de O, parallèle 
à (Ox), on résout (rsin(8)) = y' = 0). 


5. Étude des branches infinies. Aucun résultat spécifique ne sera fait ici. Le plus simple 
est alors de se ramener à l'étude des branches infinies d’une courbe paramétrée classique : 


x(8) = r(8)cos(8) 
y(8)=r(8)sin(0) ` 


6. Construction de la courbe. 
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Tracé de la courbe d’équation polaire r = f (0) 


Si r est positif et croît, on tourne dans le sens direct en s’écartant de l’origine. 
Si r est négatif et décroit, on tourne dans le sens direct en s’écartant de l’origine. 
Si r est positif et décroît, on tourne dans le sens direct en se rapprochant de l’origine. 


Si r est négatif et croît, on tourne dans le sens direct en se rapprochant de l’origine. 


7. Points multiples. Recherche éventuelle de points multiples si le tracé de la courbe le sug- 
gère (et si les calculs sont simples). 


6.3. Exemples détaillés 


Exemple 166 


Construire la cardioïde, courbe d’équation polaire 


r=1-cos06. 


Solution. 

—- Domaine d’étude. La fonction r est 27-périodique, donc on l’étudie sur [-x, 7], mais 
comme r est une fonction paire, on se limite à l’intervalle [0, x], la courbe étant symé- 
trique par rapport à laxe des abscisses. 

- Localisation de la courbe. Comme 0 <r < 2 alors la courbe est bornée, incluse dans 
le disque de rayon 2, centré à l’origine. Il n’y a pas de branches infinies. 

— Passage par l’origine. r =0 4> cos =1 <> 0 =0 (toujours avec notre restriction 


0 € [0,7]). La courbe passe par l’origine uniquement pour 0 = 0. 

- Variations de r. La fonction r est croissante sur [0,7] avec r(0) = 0, r(x) = 2. Consé- 
quence : r est positif et croît, on tourne dans le sens direct en s’écartant de l’origine. 

- Tangentes parallèles aux axes. La représentation paramétrique de la courbe est 
x(8) = r(8)cos0, y(0) = r(0)sinð. La tangente est horizontale lorsque y'(0) = 0 (et x'(0) Z 
0) et verticale lorsque x/(0) = 0 (et y/(0) 0). On calcule 


x(0) = r(0)cos8 = cos 0 — cos? 0 x'(0) = sin 0(2cos0 — 1) 


x'(0)=0 = 0=0, 9=7, O=7 
Puis : 
y(8)=r(8)sin0 = sin0 —-cos0sin0 y'(8) = -2 cos? 0 +cos0 +1 
Or: 


1 2 
-2X°+X+1=0X=-S ou X=1 donc y'(0)=0 <> 0=0, = — 


En 0 = 0 les deux dérivées s’annulent, donc on ne peut encore rien dire. En 0 = 2a la 
tangente est horizontale, et en 0 = + et 0 = x la tangente est verticale. 

- Comportement à l’origine. À l’origine (pour 00 = 0), une équation de la tangente est 
y =tan60ox, donc ici d’équation y = 0. Comme r(0) > 0, il s’agit dun point de rebrousse- 
ment. 


— Graphe. Toutes ces informations permettent de tracer cette courbe polaire. 
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Exemple 167 
Le plan est rapporté à un repère orthonormé direct. Construire la courbe d’équation polaire 


1+2sin0 
r= ————, 
1+2cos0 


Solution. 
- Domaine d’étude. 
La fonction r est 27-périodique. De plus, pour r E[-7, x], 
27 : 2n) 


1+2cos0 =0 <> [b=--2 ou 0= 3 


On obtient la courbe complète quand 0 décrit D =[-x, —x[U] — 2e, UZ, n]. 
- Passages par l’origine. 
Pour 0 €D, 
| T 5x 
1+2sin0 =0 = |0=-- ou 0=-— |]. 
6 6 
En M(-%)=0, la tangente est la droite d’équation y = tan(-Ẹ)x = =a et en M-55) = 


1 


O, la tangente est la droite ďéquation y = tan(— 3x = A+. 


- Signe et variations de r. 
r est strictement positive sur ] — 57, -2 u ]- Š; 2x1, et strictement négative sur 
[-7, ST U ]— 2,21 U 1Æ x]. Ensuite, r est dérivable sur D et, pour 0 € D, 
2cos0(1+2cos0)+2sin0(1+2sin0)  2(cosð +sin0 +2) _ 2V2(cos(0 - F)+ V2) 


! 
= = = 
PAG) (1+2cos0)? (1+2cos0)? (1+2cos0}? 


Ainsi, r est strictement croissante sur [-7, -2a sur ]— 2e, 2a et sur 1,71. 


- Étude des branches infinies. 
Quand 6 tend vers 2, [r(8)| tend vers +co. Plus précisément, 


- x(0)= Léneret tend vers +00, 


— et y(0) = nent tend vers +00, 
- 1y = tan 0 tend vers tan(— 27) = V3. Donc la courbe admet une direction asymptotique 


d’équation y = V3x. 
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Ensuite, 


(1+2sin0)(sin0 - v3cos0) | (1+2sin0)(—2sin(6 + D) 
1+2cos0 2(cos0 — cos()) 


(1+2sin0)(-4sin($+Æ)cos($+2)) (1+2sin0)cos($ +2) 


y(0)- V3x(8) = 


-4sin($ - Z)sin($ + Z) sin(2 -Z2 


Quand 90 tend vers —-2ZZ, cette dernière expression tend vers 2(1- 7) et on en déduit que 


la droite d’équation y = V3x + 2(1— 73) est asymptote à la courbe. 
On trouve de même que, quand 0 tend vers 2e, la droite d’équation y = —3x + 2(1 + 7) 
est asymptote à la courbe. 


- Graphe. 


Mini-exercices 
1. Si la fonction 0 — r(0) est x-périodique, comment limiter l’étude à un intervalle de 
longueur z? Et si en plus la fonction r est impaire ? 


. Soit la courbe d’équation polaire r = cos0 + sin0. Montrer que l’on peut se limiter à 
[- 7, 71 comme domaine d'étude. 


. Étudier la courbe d’équation polaire r = sin(26). 


. Étudier la courbe d’équation polaire r = 1 + tan ÿ et en particulier ses branches infinies. 
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16 Systèmes linéaires 


1 Introduction aux systèmes d'équations linéaires 
2 Théorie des systèmes linéaires 
3 Résolution par la méthode du pivot de Gauss 


Vidéo M partie 1. Introduction aux systèmes d’équations linéaires 
Vidéo M partie 2. Théorie des systèmes linéaires 


Vidéo M partie 3. Résolution par la méthode du pivot de Gauss 


Introduction aux systèmes d’équations linéaires 


L’algèbre linéaire est un outil essentiel pour toutes les branches des mathématiques appliquées, 
en particulier lorsqu'il s’agit de modéliser puis résoudre numériquement des problèmes issus de 
divers domaines : des sciences physiques ou mécaniques, des sciences du vivant, de la chimie, de 
l’économie, des sciences de l’ingénieur,.… 

Les systèmes linéaires interviennent dans de nombreux contextes d’applications car ils forment 
la base calculatoire de l’algèbre linéaire. Ils permettent également de traiter une bonne partie de 
la théorie de l’algèbre linéaire en dimension finie. C’est pourquoi le présent cours commence avec 
une étude des équations linéaires et de leur résolution. 

Ce chapitre a un but essentiellement pratique : résoudre des systèmes linéaires. La partie théo- 
rique sera revue et prouvée dans le chapitre « Matrices ». 


Exemple : deux droites dans le plan 
L'équation d’une droite dans le plan (Oxy) s'écrit 
ax+by=e 


où a,b et e sont des paramètres réels. Cette équation s'appelle équation linéaire dans les 
variables (ou inconnues) x et y. 


Par exemple, 2x + 3y = 6 est une équation linéaire, alors que les équations suivantes ne sont pas 
des équations linéaires : 


2x +y?=1 ou y=sin(x) ou x= yy. 


Considérons maintenant deux droites Dı et Də et cherchons les points qui sont simultanément 
sur ces deux droites. Un point (x, y) est dans l’intersection D1nD2 s’il est solution du système : 


(S) 


ax+by = e 
cx+dy 


Trois cas se présentent alors : 
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1. Les droites Dı et D2 se coupent en un seul point. Dans ce cas, illustré par la figure de gauche, 
le système (S) a une seule solution. 


2. Les droites Dı et D2 sont parallèles. Alors le système (S) n’a pas de solution. La figure du 
centre illustre cette situation. 


3. Les droites Dı et D2 sont confondues et, dans ce cas, le système (S) a une infinité de solutions. 


y y. J 
Dı Dı 


Do 


Di =D2 


Nous verrons plus loin que ces trois cas de figure (une seule solution, aucune solution, une infinité 
de solutions) sont les seuls cas qui peuvent se présenter pour m'importe quel système d'équations 
linéaires. 


1.2. Résolution par substitution 


Pour savoir s’il existe une ou plusieurs solutions à un système linéaire, et les calculer, une première 
méthode est la substitution. Par exemple pour le système : 


3x+2y = 1 
4 (S) 
2x—-7y = -2 
Nous réécrivons la première ligne 3x +27 = 1 sous la forme y = 5 — 3x. Et nous remplaçons (nous 
substituons) le y de la seconde équation, par lexpression à — 3x. Nous obtenons un système équi- 
valent : i3 
Y = 372% 
2x- 1(4- 3x) = -2 
La seconde équation est maintenant une expression qui ne contient que des x, et on peut la 
résoudre : i 
y = 373 Y = 5-2 
3 T + 3 
(2+7x5)x = -2+5 X = % 


Il ne reste plus qu’à remplacer dans la première ligne la valeur de x obtenue : 


_ 8 
x = 25 


Le système (S) admet donc une solution unique ER à). L'ensemble des solutions est donc 


2 ll 


1.3. Exemple : deux plans dans l’espace 


Dans l’espace (0xyz), une équation linéaire est l'équation d’un plan : 


ax+by+cz=d 
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L'intersection de deux plans dans l’espace correspond au système suivant à 2 équations et à 3 
inconnues : 


ax+by+cz = d 
a'x+b'y+c'z = d' 


Trois cas se présentent alors : 


— les plans sont parallèles (et distincts) et il n’y a alors aucune solution au système, 
— les plans sont confondus et il y a une infinité de solutions au système, 
- les plans se coupent en une droite et il y a une infinité de solutions. 


Exemple 168 


2x+3y-4z = 7 
1. Le système du n’a pas de solution. En effet, en divisant par 2 
4x + 6y — 8z -1 


Il 


2x+3y—4z = 7 
2x+3y-4z = -4 ` 
deux lignes sont clairement incompatibles : aucun (x,y,z) ne peut vérifier à la fois 
2x+38y-—42=7 et 2x +8y—Az =- 1. L'ensemble des solutions est donc Z = Ø. 
2. Pour le système | E , les deux équations définissent le même plan! 
4x+6y-8z = 14 
Le système est donc équivalent à une seule équation : 2x + 3y — 4z = 7. Si on récrit cette 


équation sous la forme z = dx + 3 y- T, alors on peut décrire l’ensemble des solutions 


la seconde équation, on obtient le système équivalent : 


sous la forme : Z = {(x, y, Ix+Ëy-1)|x,yER}. 


7x+2y—2 
3. Soit le système en . Par substitution : 
2x+3y+2z = 
7x+2y—-2z=1 — z=łx+y-5 z=dx+y-2 
2x+3y+2z=1 2x+38y+2(2x+y-—2)=1 9x + 5y = 2 
7 1 17 1 
z=5%+y-35 z= imt- 5 
m sna 7 _ T0. 
y=-5%+5 y=-5x+5 


Pour décrire l’ensemble des solutions, on peut choisir x comme paramètre : 


21 9 217 A ex} 
=t a o0 0) | 


Géométriquement : nous avons trouvé une équation paramétrique de la droite définie 
par l'intersection de deux plans. 


Du point de vue du nombre de solutions, nous constatons qu'il n’y a que deux possibilités, à savoir 
aucune solution ou une infinité de solutions. Mais les deux derniers cas ci-dessus sont néanmoins 
très différents géométriquement et il semblerait que dans le second cas (plans confondus), l’infinité 
de solutions soit plus grande que dans le troisième cas. Les chapitres suivants nous permettront 
de rendre rigoureuse cette impression. 


Si on considère trois plans dans l’espace, une autre possibilité apparaît : il se peut que les trois 
plans s’intersectent en un seul point. 


1.4. 


1.5. 
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Résolution par la méthode de Cramer 


On note z A =ad -bc le déterminant. On considère le cas d’un système de 2 équations à 2 
inconnues : 


ax+by = e 
cx+dy = f 


Si ad — bc Z 0, on trouve une unique solution dont les coordonnées (x, y) sont : 


e b a e 

f d c f 
x= — y= 

b a b 

edo ka 


Notez que le dénominateur égale le déterminant pour les deux coordonnées et est donc non nul. 
Pour le numérateur de la première coordonnée x, on remplace la première colonne par le second 
membre ; pour la seconde coordonnée y, on remplace la seconde colonne par le second membre. 


Exemple 169 


3x+ty = 
Le déterminant associé au système est |; zP = t? +6 et ne s’annule jamais. Il existe donc une 


Résolvons le système | suivant la valeur du paramètre t € R. 


unique solution (x, y) et elle vérifie : 


1 -2 t 1 

1 ż t+2 3 1| -8 
x = ; = 

12+6  12+6 Y= 246 P46 


Résolution par inversion de matrice 


Pour ceux qui connaissent les matrices, le système linéaire 


ax+by 
cx+dy 


| 
+ © 


Il 


est équivalent à 


: ja b |x _{e 
AX=Y où a-f A xf), E 


Si le déterminant de la matrice A est non nul, c’est-à-dire si ad — bc # 0, alors la matrice A est 


1 d -b 
A 
ad-—bc de a | 


et l'unique solution X = (°) du système est donnée par 


inversible et 


X=A !Y. 
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Exemple 170 


x+y 


2 suivant la valeur du paramètre t € R. 
X+É y = 


Résolvons le système | 


Le déterminant du système est | F 3 | =. 
Premier cas. t Z +1 et t Z —1. Alors t? — 1 #0. La matrice À = (i à) est inversible d’inverse 
Al=-L(# -1). Et la solution X = () est 


-1 
1 f# -1ı\f1 1 | PE 
X=A7Y = — = [| 
= NIH al G 


1 )}. 


t 
t+1? é+1 
+y = 


Pour chaque + # +1, l’ensemble des solutions est 7 = 4 ( ) 
1 
Deuxième cas. t= +1. Le système s’écrit alors : i et les deux équations sont 


identiques. Il y a une infinité de solutions : Z = {(x, 1 — x) | x € R}. 
+y = 


, les deux équations sont 
+y = =l 


Troisième cas. t = —1. Le système s’écrit alors : 


clairement incompatibles et donc Z = Ø. 


Mini-exercices 


x—27y 
—x+8y = 3 
différentes : substitution, méthode de Cramer, inverse d’une matrice. Idem avec 
= À 
SA 


1. Tracer les droites et résoudre le système linéaire | de trois façons 


Ax—8y = t 
2x—7Y = Z 


2. Résoudre suivant la valeur du paramètre tE R : | 


ts 
3. Discuter et résoudre suivant la valeur du paramètre te R : 7 
x+(t-2)y 
G—1)x+y 


2x+ty 


Idem avec | 


2. Théorie des systèmes linéaires 


2.1. Définitions 


Définition 83 


On appelle équation linéaire dans les variables (ou inconnues) x1,...,x, toute relation de 
la forme 
axı +: +apXp=b, (16.1) 


où a1,...,a) et b sont des nombres réels donnés. 
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Remarque 


— Il importe d’insister ici sur le fait que ces équations linéaires sont implicites, c’est-à-dire 
qu’elles décrivent des relations entre les variables, mais ne donnent pas directement les 
valeurs que peuvent prendre les variables. 

— Résoudre une équation signifie donc la rendre explicite, c’est-à-dire rendre plus appa- 
rentes les valeurs que les variables peuvent prendre. 

— On peut aussi considérer des équations linéaires de nombres rationnels ou de nombres 
complexes. 


Soit n > 1 un entier. 


Définition 84 


Un système de n équations linéaires à p inconnues est une liste de n équations linéaires. 


On écrit usuellement de tels systèmes en n lignes placées les unes sous les autres. 


Exemple 171 


Le système suivant a 2 équations et 3 inconnues : 


| 
en 


X1 — 8x2 + X3 


Il 


—2%x1 + 4x2 — 3x3 


La forme générale d’un système linéaire de n équations à p inconnues est la suivante : 


@11X1 +@12X2 +Q13%X3 + ~- +Aiplp = bı (— équation 1) 
G21X1 +A22X2 +a23X%3 + ~- +A2plp = ba (— équation 2) 
Gi1X1 +Ai2X2 +aigx3 + => +Giplp = bi (— équation i) 

Gn1X1 +An2X2 +An3X3 + > +AnpXp = bn (— équation n) 


Les nombres aij, i = 1,...,n, J = 1,..., p, sont les coefficients du système. Ce sont des données. Les 
nombres b;,i=1,...,n, constituent le second membre du système et sont également des données. 
Il convient de bien observer comment on a rangé le système en lignes (une ligne par équation) 
numérotées de 1 à n par l'indice i, et en colonnes : les termes correspondant à une même inconnue 
xj sont alignés verticalement les uns sous les autres. L'indice j varie de 1 à p. Il y a donc p colonnes 
à gauche des signes dďd’égalité, plus une colonne supplémentaire à droite pour le second membre. 
La notation avec double indice a;; correspond à ce rangement : le premier indice (ici i) est le 
numéro de ligne et le second indice (ici j) est le numéro de colonne. Il est extrêmement important 
de toujours respecter cette convention. 

Dans l’exemple 171, on a n = 2 (nombre d'équations = nombre de lignes), p = 3 (nombre d’inconnues 
= nombre de colonnes à gauche du signe =) et a11 = 1, a12 = —3, a13 = 1, a21 = —2, a22 = 4, a23 = —3, 
b1=1et b2=—9. 
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Définition 85 


Une solution du système linéaire est une liste de p nombres réels (s1,52,...,s,) (un p-uplet) 
tels que si l’on substitue sı pour x1, s2 pour x2, etc., dans le système linéaire, on obtient une 
égalité. L'ensemble des solutions du système est l’ensemble de tous ces p-uplets. 


Exemple 172 


Le système 


x1 — 3x2 + x3 = 1 
—2x1] + 4x2 — 3x3 = 9 
admet comme solution (—18,-—6, 1), c’est-à-dire 
x1 = —18, x2 = —6, x3 = 1. 


Par contre, (7,2,0) ne satisfait que la première équation. Ce n’est donc pas une solution du 
système. 


En règle générale, on s’attache à déterminer l’ensemble des solutions d’un système linéaire. C’est 
ce que l’on appelle résoudre le système linéaire. Ceci amène à poser la définition suivante. 


Définition 86 

On dit que deux systèmes linéaires sont équivalents sls ont le même ensemble de solutions. 
À partir de là, le jeu pour résoudre un système linéaire donné consistera à le transformer en 
un système équivalent dont la résolution sera plus simple que celle du système de départ. Nous 
verrons plus loin comment procéder de façon systématique pour arriver à ce but. 
Différents types de systèmes 


Voici un résultat théorique important pour les systèmes linéaires. 


Théorème 49 


Un système d'équations linéaires n’a soit aucune solution, soit une seule solution, soit une 


infinité de solutions. 


En particulier, si vous trouvez 2 solutions différentes à un système linéaire, alors c’est que vous 
pouvez en trouver une infinité! Un système linéaire qui n’a aucune solution est dit incompatible. 
La preuve de ce théorème sera vue dans un chapitre ultérieur (« Matrices »). 


Systèmes homogènes 


Un cas particulier important est celui des systèmes homogènes, pour lesquels b1 = b2 =: =bn = 


0, c’est-à-dire dont le second membre est nul. De tels systèmes sont toujours compatibles car ils 


admettent toujours la solution s1 = s2 = ++: = Sp = 0. Cette solution est appelée solution triviale. 
Géométriquement, dans le cas 2 x 2, un système homogène correspond à deux droites qui passent 
par l’origine, (0,0) étant donc toujours solution. 
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Mini-exercices 


. Écrire un système linéaire de 4 équations et 3 inconnues qui n’a aucune solution. Idem 


avec une infinité de solution. Idem avec une solution unique. 
. Résoudre le système à n équations et n inconnues dont les équations sont (L;) : x; — 
Xj+1=1pouri=1,...,n-1et(Lh):xn=1. 
. Résoudre les systèmes suivants : 
xı +2x2 +8x3 +4x4 = 0 +2%x2 +8x3 
X2 +2x3 +3x4 9 +X2 +x3 
X3 +2x4 0 —X2 +x3 


+X3 
X3 +X4 
X1 +2%9 +2%x3 +X4 
. Montrer que si un système linéaire homogène a une solution (x1,...,x,)  (0,...,0), alors 
il admet une infinité de solutions. 


3. Résolution par la méthode du pivot de Gauss 


3.1. Systèmes échelonnés 


Définition 87 


Un système est échelonné si : 

— le nombre de coefficients nuls commençant une ligne croît strictement ligne après ligne. 
Il est échelonné réduit si en plus : 

— le premier coefficient non nul d’une ligne vaut 1; 

— et c’est le seul élément non nul de sa colonne. 


Exemple 173 


2x1 +3x2 +2x3 -x4 = 5 
- —X2 —2x3 = 4 est échelonné (mais pas réduit). 
3x4 = 1 
2x1 +3x2 +2x3 -x4 = 5 
- —2x3 = 4 n’est pas échelonné (la dernière ligne commence avec 
X3 +x4 = 1 


la même variable que la ligne au-dessus). 


Il se trouve que les systèmes linéaires sous une forme échelonnée réduite sont particulièrement 
simples à résoudre. 


Exemple 174 


Le système linéaire suivant à 3 équations et 4 inconnues est échelonné et réduit. 


25 
x2 —2x3 = 16 


x1 +2x3 


x4 = 1 


O © ND HA 
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Ce système se résout trivialement en 


xı = 25—-2%x3 
x2 = 16+2x3 
X4 = 1. 


En d’autres termes, pour toute valeur de xg réelle, les valeurs de x1, x2 et x4 calculées ci- 
dessus fournissent une solution du système, et on les a ainsi toutes obtenues. On peut donc 


décrire entièrement l’ensemble des solutions : 


P = {25 — 2x3, 16 + 2x3, x3, 1) | x3 € R}. 


3.2. Opérations sur les équations d’un système 
Nous allons utiliser trois opérations élémentaires sur les équations (c’est-à-dire sur les lignes) qui 
sont : 
1. L; — AL; avec A #0 : on peut multiplier une équation par un réel non nul. 
2. L; —L;+ALj avec AER (et j # i) : on peut ajouter à l'équation L; un multiple d’une autre 
équation Lj. 
3. Li + Lj : on peut échanger deux équations. 
Ces trois opérations élémentaires ne changent pas les solutions d’un système linéaire ; autrement 
dit ces opérations transforment un système linéaire en un système linéaire équivalent. 


Exemple 175 


Utilisons ces opérations élémentaires pour résoudre le système suivant. 


x +y +7z = -l1 (Lı) 
2x -y +5z = -5 (L2) 
-x -3y -9z = -5 (L3) 


Commençons par l'opération Lo — Lo — 2L1 : on soustrait à la deuxième équation deux fois la 
première équation. On obtient un système équivalent avec une nouvelle deuxième ligne (plus 


simple) : 
x +y +īIz = -i 
-3y -9z = -3 La--Lo-2L: 
-x -3y -9z = -5 
Puis Ls — Lg +Lı : 
x +y +72 = -1 
-3y -9z = -3 
—2y —2z = —6 L3-L3+L: 


On continue pour faire apparaître un coefficient 1 en tête de la deuxième ligne ; pour cela on 


divise la ligne Lo par -3 : 


y +3z = 1 Lo -iLə 


l 
N 
te 
l 
N 
N 
| 
l 
[op] 
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On continue ainsi 


x +y +72 = -i1 x +y +7z = -i1 
y +3z = 1 y +3z = 1 
4z = —4 L3—L3+2L9 z = -1 L3—ÏLs 
x +y +7z = -i x +y = 6 Li—Li-7Ls 
y = 4 L2—L2-3L3 y = 4 
z = —1l z = -1 


On aboutit à un système réduit et échelonné : 


X = 2 Li-L;i-Lo 


z = -1 
On obtient ainsi x = 2, y = 4 et z = —1 et unique solution du système est (2,4, —1). 


La méthode utilisée pour cet exemple est reprise et généralisée dans le paragraphe suivant. 


3.3. Méthode du pivot de Gauss 


La méthode du pivot de Gauss permet de trouver les solutions de n’importe quel système linéaire. 
Nous allons décrire cet algorithme sur un exemple. Il s’agit dune description précise d’une suite 
d'opérations à effectuer, qui dépendent de la situation et d’un ordre précis. Ce processus aboutit 
toujours (et en plus assez rapidement) à un système échelonné puis réduit, qui conduit immédia- 
tement aux solutions du système. 

Partie A. Passage à une forme échelonnée. 

Soit le système suivant à résoudre : 


—X2 +2x3 +18x4 = 5 
xı —2x2 +3x3 +17x4 = À 
—X1 +3x2 -3x3 -20x4 = -1 


Pour appliquer la méthode du pivot de Gauss, il faut d’abord que le premier coefficient de la 
première ligne soit non nul. Comme ce n’est pas le cas ici, on échange les deux premières lignes 
par lopération élémentaire Lı — Lo : 


xı —2%X2 +3x3 +17x4 = 4 Li-Lo 
—Xx2 +2x3 +13x4 = 5 
—X1 +3x2 —8x3 —20x4 = -1 


Nous avons déjà un coefficient 1 devant le xı de la première ligne. On dit que nous avons un pivot 
en position (1,1) (première ligne, première colonne). Ce pivot sert de base pour éliminer tous les 
autres termes sur la même colonne. 

Il n’y a pas de terme xı sur le deuxième ligne. Faisons disparaître le terme x de la troisième ligne ; 
pour cela on fait l’opération élémentaire Lg — Lg + Lı : 


xı —2x2 +3x3 +17x4 = À 
—X2 +2x3 +13x4 


Il 
ot 


X2 —3x4 = 3 L3-L3+Li 


3.4. 
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On change le signe de la seconde ligne (Lo — —L2) pour faire apparaître 1 au coefficient du pivot 
(2,2) (deuxième ligne, deuxième colonne) : 


xı —2x2 +3x3 +17x4 = 4 
X2 —2x3 -13x4 = -5 L- -Lo 
X2 -3x4 = 383 


On fait disparaître le terme xə de la troisième ligne, puis on fait apparaître un coefficient 1 pour 
le pivot de la position (3,3) : 


xı —2%X2 +3x3 +17x4 = 4 xı —2x2 +8x3 +17x4 = 4 
X2 —2x3 -13x4 = -5 X2 —2x3 —13x4 = -5 
2x3 +10x4 = 8 L3—L3-Lo X3 +5x4 = 4 L3—iLs 


Le système est maintenant sous forme échelonnée. 


Partie B. Passage à une forme réduite. 

Il reste à le mettre sous la forme échelonnée réduite. Pour cela, on ajoute à une ligne des multiples 
adéquats des lignes situées au-dessous d’elle, en allant du bas à droite vers le haut à gauche. 

On fait apparaître des 0 sur la troisième colonne en utilisant le pivot de la troisième ligne : 


xı —2x2 +3x3 +17x4 = 4 xı —2x2 2x4 = -8 Lı—Lı-3L; 
X2 -3x4 = 3 L2—L2+2L3 x2 -3x4 = 3 
X3 +5x4 = 4 x3 +5x4 = 4 


On fait apparaître des 0 sur la deuxième colonne (en utilisant le pivot de la deuxième ligne) : 


xi —4x4 = -2 Li—Li+2Lo 
X2 -3x4 = 3 
x3 +5x4 = 4 


Le système est sous forme échelonnée réduite. 


Partie C. Solutions. Le système est maintenant très simple à résoudre. En choisissant x4 comme 
variable libre, on peut exprimer x1,x2,x3 en fonction de x4 : 


xı =4x4—2, %Xx9 = 8x4 +8, x3 = —5x4 + 4. 
Ce qui permet d’obtenir toutes les solutions du système : 
P = {4x4 — 2, 3x4 +3, —5x4 + 4, x4) | x4 € R}. 


Systèmes homogènes 


Le fait que l’on puisse toujours se ramener à un système échelonné réduit implique le résultat 
suivant : 


Théorème 50 


Tout système homogène d'équations linéaires dont le nombre d’inconnues est strictement 


plus grand que le nombre ď’équations a une infinité de solutions. 
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Exemple 176 


Considérons le système homogène 


3xı + 3x2 — 2x3 — x5 = 0 
-xı — Xx + x3 + 3x4 + x5 = 0 
2x1 + 2x2 — x3 + 2x4 + 2x5 = 0 
X3 + 8x4 + 4x5 = 0 
Sa forme échelonnée réduite est 
X1 + X2 + 13x5 = 0 
X3 + 20x5 = 0 
x4 — 2x5 = 0. 
On pose comme variables libres x2 et x5 pour avoir 
x1 = —x2 — 13x5, x3 = —20x5, x4 = 2x5, 


et l’ensemble des solutions : 
P = {(-x2 — 13x5, x2, —20x5, 2x5, x5) | x2,%5 € R} 


qui est bien infini. 


Mini-exercices 


. Écrire un système linéaire à 4 équations et 5 inconnues qui soit échelonné mais pas 
réduit. Idem avec échelonné, non réduit, dont tous les coefficients sont 0 ou +1. Idem 
avec échelonné et réduit. 

2x1 —x2 +X4 
` 7 >: ' —2x4 
. Résoudre les systèmes échelonnés suivants : 
+X4 
X4 
0 
= 0 


2 -3 0 
+x4 = 0 z “6 


| X1 +2%9 +X4 = 0 


. Si l’on passe d’un système (S) par une des trois opérations élémentaires à un système 
(S’), alors quelle opération permet de passer de (S’) à (S)? 


. Résoudre les systèmes linéaires suivants par la méthode du pivot de Gauss : 


2x + y + z 3 2x1 + 4x2 — 
x — y + 3z 8 3xı + 6x2 — 
x + 2y - z = -83 5x1 + 10x2 — 


. Résoudre le système suivant, selon les valeurs de a,b ER: 
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Vidéo W partie 1. Vecteurs de R” 
Vidéo M partie 2. Exemples d’applications linéaires 


Vidéo M partie 3. Propriétés des applications linéaires 


Ce chapitre est consacré à l’ensemble R” vu comme espace vectoriel. Il peut être vu de plusieurs 
façons : 


— un cours minimal sur les espaces vectoriels pour ceux qui n’auraient besoin que de R”, 
— une introduction avant d'attaquer le cours détaillé sur les espaces vectoriels, 


— une source d'exemples à lire en parallèle du cours sur les espaces vectoriels. 


1. Vecteurs de R” 


1.1. Opérations sur les vecteurs 


— L'ensemble des nombres réels R est souvent représenté par une droite. C’est un espace de 
dimension 1. 


- Le plan est formé des couples (%:) de nombres réels. Il est noté R. C’est un espace à deux 


dimensions. 


— L'espace de dimension 3 est constitué des triplets de nombres réels (2). Il est noté R. 
Le symbole (2) a deux interprétations géométriques : soit comme un point de l’espace (figure 


de gauche), soit comme un vecteur (figure de droite) : 


X1 X1 
e | X2 X2 
X3 X3 


On généralise ces notions en considérant des espaces de dimension n pour tout entier positif 
X1 
X2 

n = 1,2,3,4,... Les éléments de l’espace de dimension n sont les n-uples | . | de nombres réels. 


Xn 
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X1 
X2 


L'espace de dimension n est noté R”. Comme en dimensions 2 et 3, le n-uple | . | dénote aussi 
Sn 
bien un point qu’un vecteur de l’espace de dimension n. 


ui U1 
Ua U2 
Soientu =| . |etu=| . | deux vecteurs de R”. 
ün Un 
Définition 88 
Ui TU] 
— Somme de deux vecteurs. Leur somme est par définition le vecteur u +v = 
Un +Un 
Au: 
- Produit d’un vecteur par un scalaire. Soit À € R (appelé un scalaire): 1:u=| : 
Aun 


(0) 
— Le vecteur nul de R” est le vecteur 0 = : | 
u1 0 
— Lopposé du vecteur u = | ; 
Un 


n 
| est le vecteur -u = | ; | 


—Un 


Voici des vecteurs dans R? (ici À = 2): 


Dans un premier temps, vous pouvez noter ŭ,U,0 au lieu de u, v, 0. Mais il faudra s’habituer 
rapidement à la notation sans flèche. De même, si À est un scalaire et u un vecteur, on notera 
souvent Au au lieu de A- u. 


1.2. 


1.3. 
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Théorème 51 


u1 wi 
Soient u = : | v ; ; | des vecteurs de R” et A, u€ R. Alors : 


Un Wn 


. u+v=v+u 
. u+(v+w)=(u+v)+w 


. u+0=0+u=u 


1 
2 
3 
4. u+(-u)=0 
5. lu=u 
6 
7 
8 


. A- (u-u)=(Au)-u 
. A- (u+v)=A-u+A-v 


. (A+u)-u=A-u+pu-u 


Chacune de ces propriétés découle directement de la définition de la somme et de la multiplication 
par un scalaire. Ces huit propriétés font de R” un espace vectoriel. Dans le cadre général, ce sont 
ces huit propriétés qui définissent ce qu’est un espace vectoriel. 


Représentation des vecteurs de R” 
ui 
Soit u = 
Un 
comme une matrice de taille n x 1. Parfois, on rencontre aussi des vecteurs lignes : on peut voir le 


un vecteur de R”. On l’appelle vecteur colonne et on considère naturellement u 


vecteur u comme une matrice 1 x n, de la forme (u1,..., Un). En fait, le vecteur ligne correspondant 
à u est le transposé uT du vecteur colonne u. 

Les opérations de somme et de produit par un scalaire définies ci-dessus pour les vecteurs coïn- 
cident parfaitement avec les opérations définies sur les matrices : 


ui UV] ui +U] ui Au: 
u+v=| : |+|:]= : et Au=2| : |= 


Un Un Un +Un Un Aun 


Produit scalaire 


ui 


Soient u = | : 


Un 


U1 


et u = 


| deux vecteurs de R”. On définit leur produit scalaire par 
Un 


(u |V) =UV + UZV +: +UnUn. 
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C’est un scalaire (un nombre réel). Remarquons que cette définition généralise la notion de produit 
scalaire dans le plan R? et dans l’espace R°. 
Une autre écriture : 


T 


{ulv)=u xu= [ur uz = un) x 


Soient A = (a;;) une matrice de taille n x p, et B = (b;;) une matrice de taille p x q. Nous savons 
que l’on peut former le produit matriciel AB. On obtient une matrice de taille n x q. L'élément 
d'indice ij de la matrice AB est 


aiibij+taizboj +: +aipbpj. 


Remarquons que ceci est aussi le produit matriciel : 


bpj 


Autrement dit, c’est le produit scalaire du i-ème vecteur ligne de A avec le j-ème vecteur colonne 
de B. Notons £1,...,/n les vecteurs lignes formant la matrice À, et c1,...,c, les vecteurs colonnes 
formant la matrice B. On a alors 


(Zilei) ailes =- érles 
_[(alcr) alca) = alca) 
(nle) (£nle2) = (En | Ca) 


Mini-exercices 


. Faire un dessin pour chacune des 8 propriétés qui font de R? un espace vectoriel. 


. Faire la même chose pour R°. 


. Montrer que le produit scalaire vérifie (u | v) = w | u), (u +v | w) = lu | w) + w | w), 
{Au | v) = A(u | v) pour tout u,v,w E R” et AER. 

. Soit u € R”. Montrer que (u | u) > 0. Montrer (u | u) = 0 si et seulement si u est le vecteur 
nul. 


2. Exemples d'applications linéaires 


Soient 
fı: RP —R f2: RP? — R e fn: RP — R 


n fonctions de p variables réelles à valeurs réelles ; chaque f; est une fonction : 


fi: RP — R, (X1, %2,- Xp) > fil&1,.-.,£p) 
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On construit une application 
f :R? — R” 
définie par 
Flr 2p) = (F1: tphe Pare %p)) 
2.1. Applications linéaires 


Définition 89 


Une application f : RP — R” définie par f(x1,...,%xp) = (y1,...,Yn) est dite une application 
linéaire si 


yı = Q11%ı + A12X2 + > +  AipXp 
y2 = Q21%1 +t A22X9 + > +  AopXp 
Yn = AniX1 + An2X2 + > + AnpXp: 
En notation matricielle, on a 
X1 yı Q11 Q12 ` Qip X1 
X2 y2 Q21 Q22 ` Q2p X2 
IMEE 
Xp Yn Anl An2 ` np) \Xp 
X1 
ou encore, si on note X =| : | et A € Mn p(R) la matrice (a;;), 
Xp 


Autrement dit, une application linéaire R? — R” peut s’écrire X — AX. La matrice A € M, ,(R) est 
appelée la matrice de l’application linéaire f. 


Remarque 


— On a toujours f(0,...,0) = (0,...,0). Si on note 0 pour le vecteur nul dans R? et aussi 
dans R”, alors une application linéaire vérifie toujours f (0) = 0. 

— Le nom complet de la matrice À est : la matrice de l’application linéaire f de la base 
canonique de R? vers la base canonique de R” ! 


Exemple 177 


La fonction f : Rt — R définie par 


—2x1 + 5x2 + 2x3 — 7x4 
4x1 + 2x2 — 3x3 + 3x4 
7x1 — 3x2 + 9x3 


yı 
y2 
Y3 


Il 


EA L'espace vectoriel R” 


s'exprime sous forme matricielle comme suit : 


n\ 2 5 2 -7\ |” 
X 
yl=l4 2 -3 3 i 
X 
y3 7 -3 9 0 : 
X4 


Exemple 178 


— Pour l'application linéaire identité R” — R” , (x1,..., Xn) (x1,...,x,), sa matrice associée 
est l’identité I„ (car In X =X). 

- Pour ľapplication linéaire nulle R? — R”, (x1,...,%p)— (0,...,0), sa matrice associée est 
la matrice nulle 0, p (car On pX = 0). 


2.2. Exemples d’applications linéaires 
Réflexion par rapport à laxe (Oy) 


La fonction 


est la réflexion par rapport à laxe des ordonnées (Oy), et sa matrice est 


Eg e E JE) 


Réflexion par rapport à laxe (Ox) 


La réflexion par rapport à laxe des abscisses (Ox) est donnée par la matrice 
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Réflexion par rapport à la droite (y= x) 


La réflexion par rapport à la droite (y = x) est donnée par 


.r2 __, R2 x? 
pee J-E 


et sa matrice est 


Homothéties 


Lhomothétie de rapport À centrée à l’origine est : 


RER xj a 
ii | M 


0) (3). Alors la matrice de Phomothétie est : 


ea) 


On peut donc écrire f (;)= (2 
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Remarque 


La translation de vecteur (5°) est l'application 


x x\ ju x+u 
y y vo y +tvo 
Si c’est une translation de vecteur non nul, c’est-à-dire (5°) # (2), alors ce west pas une 


application linéaire, car f ($) # (8). 


Rotations 


Soit f : R? — R? la rotation d'angle 90, centrée à l’origine. 


Si le vecteur (}) fait un angle a avec lhorizontale et que le point (y) est à une distance r de 
l’origine, alors 
r cos a 


— 
ta] 
Io 


y rsing ` 


Si (z) dénote l’image de (%) par la rotation d’angle 6, on obtient : 


Il 


x! = rcos(a +0) x! = rcosacos0 — rsinasin® 
donc 


rsin(a +0) r 


y rcosasinð + rsinacosO 


Q 
Il 


(où l’on a appliqué les formules de trigonométrie pour cos(a + 0) et sin(a + 0)). 


On aboutit à 
x! = xcosô-7ysin0 x! cos0 -sin0|\|x 
j . donc =. . 
y = xsin +ycos0 y sin cos J\y 
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Autrement dit, la rotation d'angle 0 est donnée par la matrice 


cos -sin 
sin0 cos0 | 


Projections orthogonales 


L'application 


. R2 —, R2 X| _ [* 
ee (J-e 


est la projection orthogonale sur laxe (Ox). C’est une application linéaire donnée par la matrice 


eo} 


L'application linéaire 


X X 
f: R? — RÈ, yj= |y 
z 0 


est la projection orthogonale sur le plan (Oxy) et sa matrice est 


1 0 0 
0 1 0j. 
0 0 0 
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De même, la projection orthogonale sur le plan (Oxz) est donnée par la matrice de gauche; la 
projection orthogonale sur le plan (O yz) par la matrice de droite : 


1 0 O 0 0 0 
0 0 0 0 1 0j. 
0 0 1 0 0 1 
Réflexions dans l’espace 
L'application 
x x 
f:R—R, [yje] 
zZ =z 


est la réflexion par rapport au plan (Oxy). C’est une application linéaire et sa matrice est 


10 0 
0 1 0 
0 0 -1 


De même, les réflexions par rapport aux plans (Oxz) (à gauche) et (Oyz) (à droite) sont données 
par les matrices : 


1 0 0 -1 0 0 
-1 0 0 1 0 
0 0 1 0 0 1 


Mini-exercices 


1. Soit À = (33 ) et soit f l'application linéaire associée. Calculer et dessiner l’image par f 


de (3), pu 
(2) (4) (4) (9). Dessiner l’image par f du cercle inscrit dans ce carré. 
1 


is (9) et plus généralement de (5 ). Dessiner l’image par f du carré de sommets 
12 1 

. Soit A = (0 1 | et soit f l'application linéaire associée. Calculer l’image par f de (9), 

0 0 

G } (0) et plus généralement de Ë ] 


. Écrire la matrice de la rotation du plan d’angle 7 centrée à l’origine. Idem dans l’espace 
avec la rotation d’angle 7 d’axe (Ox). 


. Écrire la matrice de la réflexion du plan par rapport à la droite (y = -x). Idem dans 
l’espace avec la réflexion par rapport au plan d’équation (y = —x). 


. Écrire la matrice de la projection orthogonale de l’espace sur l’axe (Oy). 


3. Propriétés des applications linéaires 


3.1. Composition d'applications linéaires et produit de matrices 


Soient 
f :R — R” et g: R! — R? 


deux applications linéaires. Considérons leur composition : 


R-E R -LR fog:RI — R”. 
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L'application f o g est une application linéaire. Notons : 
- A =Mat(f) € Mn,p(R) la matrice associée à f, 
- B = Mat(g) € M, (R) la matrice associée à g, 
- C=Mat(f ° g8)€ Mh,q(R) la matrice associée à f o g. 
On a pour un vecteur X € R2 : 


(fogXX)= f(g(X)) = f(BX) = A(BX) = (AB)X. 


Donc la matrice associée à f o g est C = AB. 
Autrement dit, la matrice associée à la composition de deux applications linéaires est égale au 


Mat(f og) = Mat(f) x Mat(g) j 


En fait le produit de matrices, qui au premier abord peut sembler bizarre et artificiel, est défini 


produit de leurs matrices : 


exactement pour vérifier cette relation. 


Exemple 179 


Soit f : R? — R? la réflexion par rapport à la droite (y = x) et soit g : R? — R? la rotation 
d'angle 0 = § (centrée à l’origine). 
Les matrices sont 


= 1 {3 
= at | ) et B= Mao (05 HUE | 
2 2 


LS) 


1 0 sin cos 


Voici pour X = (4) les images f(X), g(X), f og(X), go f(X): 


Alors 


0 1 1 v3 
C= Mattf og)= Mat)» Mata) = [ He H 


Notons que si l’on considère la composition go f alors 


(25) 


1  _v3 0 1 _v3 1 
D = Mate f)=Matlg)xMauf)=| 3 E Il a-l r Al 
97 2 2 2 


Les matrices C = AB et D = BA sont distinctes, ce qui montre que la composition d’applica- 


tions linéaires, comme la multiplication des matrices, n’est pas commutative en général. 
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3.2. Application linéaire bijective et matrice inversible 


Théorème 52 


Une application linéaire f : R” — R” est bijective si et seulement si sa matrice associée 
A =Mat(f) e M, (R) est inversible. 


L'application f est définie par f(X) = AX. Donc si f est bijective, alors d’une part f(X)=Y = 
X=f"1(Y), mais d'autre part AX =Y <> X=A lY. Conséquence : la matrice de f7! est A1. 


Corollaire 20 


Si f est bijective, alors 


Mat(f”1)=(Mat(f)) !. 


Exemple 180 


Soit f : R? — R? la rotation d'angle 6. Alors f-! : R? — R? est la rotation d'angle —0. 
On a 


Mat(f) = cone —sin0 | 
sin 0 cos 0 


Mat(f”-1) L (MatP)! : cos 0 sin o) Ba —sin(—0) 


— sin 0 cos 0]  |sin(-0) cos(—0) |` 


Exemple 181 


Soit f : R? — R? la projection sur laxe (Ox). Alors f n’est pas injective. En effet, pour x fixé 
et tout y €R, f (3) = (5). L'application f n’est pas non plus surjective : ceci se vérifie aisément 
car aucun point en-dehors de l’axe (Ox) n’est dans l’image de f. 


y 


La matrice de f est (4 0) ; elle n’est pas inversible. 


La preuve du théorème 52 est une conséquence directe du théorème suivant, vu dans le chapitre 
sur les matrices : 
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Théorème 53 


Les assertions suivantes sont équivalentes : 


(i) La matrice À est inversible. r r 


Gi) Le système linéaire AX =| : | a une unique solution X = | : 


0 0 
(iii) Pour tout second membre Y, le système linéaire AX =Y a une unique solution X. 


Voici donc la preuve du théorème 52. 
Démonstration 


— Si À est inversible, alors pour tout vecteur Y le système AX = Y a une unique solution X, 
autrement dit pour tout Y, il existe un unique X tel que f(X) = AX =Y. f est donc bijective. 

— Si À n’est pas inversible, alors il existe un vecteur X non nul tel que AX = 0. En conséquence 
on a X #0 mais f(X) = f(0) = 0. f n’est pas injective donc pas bijective. 


3.3. Caractérisation des applications linéaires 


Théorème 54 
Une application f : RP — R” est linéaire si et seulement si pour tous les vecteurs u, v de RP 
et pour tout scalaire À € R, on a 

© f@u+u)=f(u)+f(), 

Gi) fAu)=Af(u). 


Dans le cadre général des espaces vectoriels, ce sont ces deux propriétés (i) et (ii) qui définissent 
une application linéaire. 


Définition 90 
Les vecteurs 7 
où | 
e1 = e2 = ‘ ep = D 
0 o 1 


sont appelés les vecteurs de la base canonique de RP. 


La démonstration du théorème impliquera : 
Corollaire 21 


Soit f : RP — R” une application linéaire, et soient e1,...,e, les vecteurs de base canonique 
de R?. Alors la matrice de f (dans les bases canoniques de R? vers R”) est donnée par 


Mat(f)={f(e1) fle) = flep)); 


autrement dit les vecteurs colonnes de Mat(f) sont les images par f des vecteurs de la base 
canonique (e1,...,ep). 
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Exemple 182 


Considérons l'application linéaire f : R3 — R4 définie par 


yı = 2x1 +%2 -%3 
y2 = -xı —4x2 

ys = 5x1 +X2 +X3 
y4 = 3x2 +2x3 . 


$ g 1 0 0 
Calculons les images des vecteurs de la base canonique (3), ( 1), (o) : 


1 z 0 ; 0 i 
-1 —4 0 
= 1ļ|= = 
f | 5 f : i f 1 
0 3 2 
Donc la matrice de f est : 
2 1 -1 
-1 -4 0 
M = 
=l s à a 
0 3 2 


Exemple 183 


Soit f : R? — R? la réflexion par rapport à la droite (y = x) et soit g la rotation du plan d’angle 
g centrée à l’origine. Calculons la matrice de l'application f o g. La base canonique de R? est 
formée des vecteurs (à) et (9). 


AE red 


Donc la matrice de f og est : 


Voici la preuve du théorème 54. 
Démonstration 


Supposons f : RP — R” linéaire, et soit À sa matrice. On a f(u +v) = A(u +uv)= Au + Av = f(u)+f(v) 
et f(Au) = A(Au) = AAu = Af (u). 

Réciproquement, soit f : RP? —— R” une application qui vérifie (i) et (ii). Nous devons construire une 
matrice À telle que f(u) = Au. Notons d’abord que (i) implique que f(v1+v2+---+v,)= f(v1)+ f(v2) + 
-+-+ f (vr). Notons (e1,...,e,) les vecteurs de la base canonique de R?. 

Soit A la matrice n x p dont les colonnes sont 


f(e1),f(e2),.…,f(ep). 
X1 
X2 


Pour X=| |EeR?, alors X =xie1+x2e2+-.+Xpep 


Xp 
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et donc 


AX = Axe +x2e2+--+Xpep) 
= Axe; + Axoeo+:.:+Ax,e, 
= xiAei+x2Ae2+-.+x)Ae 
= x1f(e1)+x2f(e2)+-.-+xpf(ep) 
=  f(xie1)+ f(x2e2) +++ f(xpep) 


= flxiertx2e2te.+xpep) = f(X). 


On a alors f(X) = AX, et f est bien une application linéaire (de matrice À). 


Mini-exercices 


1. Soit f la réflexion du plan par rapport à l’axe (Ox) et soit g la rotation d'angle 2x centrée 


à l’origine. Calculer la matrice de f o g de deux façons différentes (produit de matrices et 
image de la base canonique). Cette matrice est-elle inversible ? Si oui, calculer linverse. 
Interprétation géométrique. Même question avec gof. 


. Soit f la projection orthogonale de l’espace sur le plan (Oxz) et soit g la rotation d'angle 
5 Taxe (Oy). Calculer la matrice de f o g de deux façons différentes (produit de ma- 
trices et image de la base canonique). Cette matrice est-elle inversible ? Si oui, calculer 
l'inverse. Interprétation géométrique. Même question avec gof. 
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1 Définition 


2 Multiplication de matrices 
3 Inverse d'une matrice : définition 
4 Inverse d'une matrice 


5 Inverse d'une matrice 


: calcul 


Matrices 


: systèmes linéaires et matrices élémentaires 


6 Matrices triangulaires, transposition, trace, matrices symétriques 


Vidéo 
Vidéo 
Vidéo 
Vidéo 
Vidéo 
Vidéo 


partie 
partie 
partie 
partie 
partie 


partie 


1 
2 
3 
4. 
5 
6 


Définition 


Inverse d’une matrice 
Inverse d’une matrice 


Inverse d’une matrice 


Multiplication de matrices 


définition 
calcul 


systèmes linéaires et matrices élémentaires 


Matrices triangulaires, transposition, trace, matrices symétriques 


Les matrices sont des tableaux de nombres. La résolution d’un certain nombre de problèmes 


d’algèbre linéaire se ramène à des manipulations sur les matrices. Ceci est vrai en particulier pour 


la résolution des systèmes linéaires. 


Dans ce chapitre, K désigne un corps. On peut penser à Q, R ou C. 


1. Définition 


1.1. Définition 


Définition 91 


Une matrice A est un tableau rectangulaire d'éléments de K. 

Elle est dite de taille n x p si le tableau possède n lignes et p colonnes. 
Les nombres du tableau sont appelés les coefficients de A. 

Le coefficient situé à la :-ème ligne et à la j-ème colonne est noté a; j. 


Un tel tableau est représenté de la manière suivante : 


a1,1 
a2,1 


a1,2 
a2,2 


a;i,2 


dn,2 


Lj 
a2,j 


Qij 


An,j 


d1,p 
d2,p 


Qip 


An,p 


ou À = (ai j)i<i<n ou (aij). 
1<j< 
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Exemple 184 


1 -2 
À = ? 
0 3 7 


est une matrice 2 x 3 avec, par exemple, a1,1 = 1 et a2,3 = 7. 


Encore quelques définitions : 
Définition 92 


— Deux matrices sont égales lorsqu'elles ont la même taille et que les coefficients corres- 
pondants sont égaux. 

- L'ensemble des matrices à n lignes et p colonnes à coefficients dans K est noté M, ,(K). 
Les éléments de M, ,(R) sont appelés matrices réelles. 


1.2. Matrices particulières 


Voici quelques types de matrices intéressantes : 
— Si n = p (même nombre de lignes que de colonnes), la matrice est dite matrice carrée. On 
note M,(K) au lieu de Mn ,n(K). 


@1,1 12 :.. din 
a421 22 ... An 
Anl An2 +. Ann 


Les éléments a11,a422,...,4nn forment la diagonale principale de la matrice. 
— Une matrice qui n’a qu’une seule ligne (n = 1) est appelée matrice ligne ou vecteur ligne. 
On la note 
A = (arı a12 ... aip]: 
— De même, une matrice qui n’a qu’une seule colonne (p = 1) est appelée matrice colonne ou 
vecteur colonne. On la note 
a1,1 
à 
dn,1 
— La matrice (de taille n x p) dont tous les coefficients sont des zéros est appelée la matrice 
nulle et est notée 0, p ou plus simplement 0. Dans le calcul matriciel, la matrice nulle joue 
le rôle du nombre 0 pour les réels. 


1.3. Addition de matrices 


Définition 93. Somme de deux matrices 


Soient À et B deux matrices ayant la même taille n x p. Leur somme C = A +B est la matrice 
de taille n x p définie par 
Cij =Qij +bij. 


En d’autres termes, on somme coefficients par coefficients. Remarque : on note indifféremment a;; 
où a; j pour les coefficients de la matrice A. 
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—2 
Si A = f | et B= k 1] alors A+B= f i 


—2 


Par contre si B'= À 


| alors A+B' mest pas définie. 


Définition 94. Produit d’une matrice par un scalaire 


Le produit d’une matrice A = (a;;) de M, p(K) par un scalaire a € K est la matrice (aa;;) 
formée en multipliant chaque coefficient de A par a. Elle est notée a- A (ou simplement qA). 


Exemple 186 


Si A= 
1 010 


La matrice (—1)A est opposée de A et est notée —A. La différence A-B est définie par À +(-B). 
Exemple 187 


2 -1 
si a-| i 


-1 4 2 
et B= 
4 -5 2 


l A-B= 
7 -5 à alors 


L’addition et la multiplication par un scalaire se comportent sans surprises : 


Proposition 99 


Soient À, B et C trois matrices appartenant à M, ,(K). Soient a €K et p €K deux scalaires. 


1. A+B=B +A :la somme est commutative, 

2. A+(B+C)=(A+B)+C : la somme est associative, 

3. A+0=AÀ : la matrice nulle est l'élément neutre de l’addition, 
4. (a+ B)A = qA + GA, 

5. a(A+B)= aA + aB. 


Démonstration 


Prouvons par exemple le quatrième point. Le terme général de (a+ B)A est égal à (a+ Ba;;. D’après les 
règles de calcul dans K, (a + Bla;; est égal à aa;;+ Bai; qui est le terme général de la matrice «A + BA. 


Mini-exercices 


1. Soient À = o = B- (2 3 J C= (5 SL D = z(o 1 0), E= 3 6). Calculer toutes les 


sommes possibles de deux de ces matrices. Calculer 3A +2C et 5B - 4D. Trouver a tel 
que À — qC soit la matrice nulle. 


2. Montrer que si A +B = A, alors B est la matrice nulle. 
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3. Que vaut 0-A? et 1-A? Justifier l'affirmation : a(BA) = (a)A. Idem avec nA = À + A + 
-+ À (n occurrences de À). 


2. Multiplication de matrices 


2.1. Définition du produit 


Le produit AB de deux matrices À et B est défini si et seulement si le nombre de colonnes de A 
est égal au nombre de lignes de B. 


Définition 95. Produit de deux matrices 


Soient À = (a;;) une matrice n x p et B = (b;;) une matrice p x q. Alors le produit C = AB est 
une matrice n x q dont les coefficients c;; sont définis par : 


P 
Cij= > Girbk; 
k=1 


On peut écrire le coefficient de façon plus développée, à savoir : 
Cij =&@;101; +ai2bo;+-.-+a;rbr;+..-+aipbp;. 


Il est commode de disposer les calculs de la façon suivante. 


-B 


Avec cette disposition, on considère d’abord la ligne de la matrice À située à gauche du coefficient 
que l’on veut calculer (ligne représentée par des x dans A) et aussi la colonne de la matrice B située 
au-dessus du coefficient que l’on veut calculer (colonne représentée par des x dans B). On calcule 
le produit du premier coefficient de la ligne par le premier coefficient de la colonne (a;1 x b1;), que 
l’on ajoute au produit du deuxième coefficient de la ligne par le deuxième coefficient de la colonne 
(ai2 x b2;), que l’on ajoute au produit du troisième... 


2.2. Exemples 


Exemple 188 


1 2 3 A 
a=| | EF 

2 3 4 
1 1 


On dispose d’abord le produit correctement (à gauche) : la matrice obtenue est de taille 
2 x 2. Puis on calcule chacun des coefficients, en commençant par le premier coefficient c11 = 
1x1+2x(-1) + 3 x1=2 (au milieu), puis les autres (à droite). 


2.3. 
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1 2 1 2 1 2 
-1 1 -1 1 -1 1 
1 1 1 1 1 
1 2 3 C11 C12 1 2 3 2 c12 1 2 3 2 7 
| 3 i f i ; 3 A fa z) ; 3 | f 11 


Alors u x v est une matrice de taille 1 x 1 dont l’unique coefficient est a1b1 +a2b2 +:--+anbn. Ce 
nombre s’appelle le produit scalaire des vecteurs u et v. 


Calculer le coefficient c;; dans le produit A x B revient donc à calculer le produit scalaire des 
vecteurs formés par la i-ème ligne de A et la j-ème colonne de B. 


Pièges à éviter 
Premier piège. Le produit de matrices n’est pas commutatif en général. 
En effet, il se peut que AB soit défini mais pas BA, ou que AB et BA soient tous deux définis mais 


pas de la même taille. Mais même dans le cas où AB et BA sont définis et de la même taille, on a 
en général AB # BA. 


Exemple 189 


Deuxième piège. AB = 0 n’implique pas A = 0 ou B = 0. 
Il peut arriver que le produit de deux matrices non nulles soit nul. En d’autres termes, on peut 
avoir À #0 et B # 0 mais AB =0. 


Exemple 190 


Troisième piège. AB = AC n’implique pas B = C. On peut avoir AB = AC et B #C. 
Exemple 191 
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2.4. Propriétés du produit de matrices 
Malgré les difficultés soulevées au-dessus, le produit vérifie les propriétés suivantes : 


Proposition 100 


. A(BC)= (ABC : associativité du produit, 


. A(B+C)=AB+AC et (B+C)A=BA+CA :distributivité du produit par rapport 
à la somme, 


3. A:0=0 et 0-A=0. 


Démonstration 


Posons A = (aij) € Mn,p(K), B = (bij) € Mp, (K) et C = (cij) € Mq,r(K). Prouvons que A(BC)=(AB)C en 
montrant que les matrices A(BC) et (AB)C ont les mêmes coefficients. 


P 
Le terme d'indice (i,k) de la matrice AB est xi} = D aieber. Le terme d'indice (i, j) de la matrice (AB)C 
e=1 


q q 
È xincr;= D, | 
k=1 k=1 \£ 


est donc 
P 


aibes) en 
1 


q 
Le terme d'indice (Z, j) de la matrice BC est ys; = y bercr;. Le terme d'indice (ż, j) de la matrice A(BC) 
k=1 


est donc 
P q 
J aie | D baen) : 
21 k=1 


Comme dans K la multiplication est distributive et associative, les coefficients de (AB)C et A(BC) 
coïncident. Les autres démonstrations se font comme celle de l’associativité. 


2.5. La matrice identité 


La matrice carrée suivante s'appelle la matrice identité : 


O.. 0 
1 0 

In = P 
0 0 1 


Ses éléments diagonaux sont égaux à 1 et tous ses autres éléments sont égaux à 0. Elle se note 
1, ou simplement I. Dans le calcul matriciel, la matrice identité joue un rôle analogue à celui du 
nombre 1 pour les réels. C’est l'élément neutre pour la multiplication. En d’autres termes : 


Proposition 101 


Si A est une matrice n x p, alors 
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Démonstration 


Nous allons détailler la preuve. Soit A € M, L(K) de terme général a;;. La matrice unité d'ordre p est 
telle que tous les éléments de la diagonale principale sont égaux à 1, les autres étant tous nuls. 

On peut formaliser cela en introduisant le symbole de Kronecker. Si i et j sont deux entiers, on appelle 
symbole de Kronecker, et on note 6; j, le réel qui vaut 0 si à est différent de j, et 1 si i est égal à J. 


Donc 

0 siižj 

TE vor 

1 Si 1=J. 
Alors le terme général de la matrice identité 1, est ô; j avec i et j entiers, compris entre 1 et p. 
La matrice produit Al, est une matrice appartenant à M,,,(K) dont le terme général c;; est donné 

P 

par la formule c;j = D airÔr;. Dans cette somme, i et j sont fixés et k prend toutes les valeurs 


comprises entre 1 et a Si k À j alors Ôz; = 0, et si k = j alors 64; = 1. Donc dans la somme qui 
définit c;;, tous les termes correspondant à des valeurs de k différentes de j sont nuls et il reste donc 
Cij=@ijô;; =aijl=a;j. Donc les matrices AI, et A ont le même terme général et sont donc égales. 
L'égalité I„A = A se démontre de la même façon. 


2.6. Puissance d’une matrice 


Dans l’ensemble M,(K) des matrices carrées de taille n x n à coefficients dans K, la multiplication 
des matrices est une opération interne : si A,B € M,(K) alors AB € M, (K). 

En particulier, on peut multiplier une matrice carrée par elle-même : on note A? = A x A, Aÿ = 
AxAxA. 

On peut ainsi définir les puissances successives d’une matrice : 


Définition 96 


Pour tout A € M, (K), on définit les puissances successives de A par A? = I„ et AP*1= AP x A 
pour tout p EN. Autrement dit, AP = À x A x- xA. 
——  — 


p facteurs 
Exemple 192 
1 0 1 
On cherche à calculer A? avec A=|0 -1 0l. On calcule A?, A? et A4 et on obtient : 
0 0 2 
1 0 3 1 0 7 1 0 15 
A?2=|0 1 0 A$=A?xA=|0 -1 0 At=A°xA=|0 1 0 
0 0 4 0 0 8 0 0 16 


L'observation de ces premières puissances permet de penser que la formule est : AP = 
1 0 2P —1 
0 (-1} 0 |. Démontrons ce résultat par récurrence. 


0 0 2P 
Il est vrai pour p = 0 (on trouve l’identité). On le suppose vrai pour un entier p et on va le 


démontrer pour p +1. On a, d’après la définition, 


1 0 2-1) f1 0 1) f1 o0  2P+t_7 
AP” =APxA=|0 CDP 0 |x|[o -1 oj=jo0 cD oœ 
0 0 2 o 0 2) \o oœ 2P+1 
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l Donc la propriété est démontrée. 


2.7. Formule du binôme 


Comme la multiplication west pas commutative, les identités binomiales usuelles sont fausses. En 
particulier, (A + B)? ne vaut en général pas A? + 2AB + B?, mais on sait seulement que 


(A+B) = A?+AB +BA +B2. 


Proposition 102. Calcul de (A +B)? lorsque AB = BA 


Soient À et B deux éléments de M,(K) qui commutent, c'est-à-dire tels que AB = BA. Alors, 
pour tout entier p > 0, on a la formule 


P 
(A+B} = y [pars 
k=0 k 


où (2) désigne le coefficient du binôme. 


La démonstration est similaire à celle de la formule du binôme pour (a +b)’, avec a,b ER. 


Exemple 193 


1 1 1 1 0 1 1 1 
0 1 2 1 0 0 2 1 
Soit À = . On pose N=A-I= . La matrice N est nilpotente (c’est- 
0 0 1 3 0 0 0 3 
0 0 0 1 0000 
à-dire il existe k € N tel que N} = 0) comme le montrent les calculs suivants : 
0 0 2 4 0 0 0 6 
0 0 0 6 0000 
N° = N°? = t  Nt=0. 
0000 0 000! ° 
0000 0000 


Comme on a A =I +N et les matrices N et I commutent (la matrice identité commute avec 
toutes les matrices), on peut appliquer la formule du binôme de Newton. On utilise que Z* = I 
pour tout k et surtout que NÝ = 0 si k > 4. On obtient 


P 3 
AP 2 X pem 2 X pj =I+pN+ e AN + pe-DP-D y3, 


k=0 k=0 
D'où 
1 p p° p(p?-p+1) 
AP = 0 1 2p p(3p—2) 
00 1 3p 
0 0 1 
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Mini-exercices 


: R (e ‘á EL B=(5 : I € opes (x y 2). Quels produits 
. Soient À = (03 0) et B = k E A2, 82, AB et BA. 


10 
12 
0 0 0 

2 oje 0). Calculer A? et BP pour tout p > 0. Montrer que AB = 


0 

1 

. Soient À = (6 
BA. Calculer (A + 


3. Inverse d’une matrice : définition 
3.1. Définition 
Définition 97. Matrice inverse 


Soit À une matrice carrée de taille n x n. Sil existe une matrice carrée B de taille n x n telle 
que 
AB=I et BA =I, 


on dit que A est inversible. On appelle B l'inverse de A et on la note A1. 


On verra plus tard qul suffit en fait de vérifier une seule des conditions AB = I ou bien BA = I. 


— Plus généralement, quand À est inversible, pour tout p €N, on note : 


AP=(A IP» = AHATE... ATE, 
m 


p facteurs 


— L'ensemble des matrices inversibles de M, (K) est noté GL, (K). 
3.2. Exemples 


Exemple 194 


Soit A = (4 2). Étudier si A est inversible, c’est étudier lexistence d’une matrice B = (22) à 
coefficients dans K, telle que AB =I et BA =I. Or AB = I équivaut à : 


1 2\ja b 1 0 a+2c b+2d 1 0 
AB=I = = < = 
i 3] k A k | 3c 3d | k | 


Cette égalité équivaut au système : 


a+2c=1 
b+2d=0 
3c =0 
3d=1 
Sa résolution est immédiate : a = 1, b = À, c=0,d = 3. Il ny a donc qu’une seule matrice 


í Š 2 1-4 F 
possible, à savoir B = | di 4 Pour prouver qu’elle convient, il faut aussi montrer légalité 
3 


BA =I, dont la vérification est laissée au lecteur. La matrice A est donc inversible et A 1 = 
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Exemple 195 


b 
La matrice A = (È 2) n’est pas inversible. En effet, soit B = f l une matrice quelconque. 
c 


pa-|e ? 3 0|_[3a+5b 0 
c d]\5 0 3c+5d 0 


ne peut jamais être égal à la matrice identité. 


Alors le produit 


Exemple 196 


— Soit I„ la matrice carrée identité de taille n x n. C’est une matrice inversible, et son 
inverse est elle-même par légalité In„In = In. 

— La matrice nulle 0, de taille n x n n’est pas inversible. En effet on sait que, pour toute 
matrice B de M,(K), on a B0, = 0n, qui ne peut jamais être la matrice identité. 


3.3. Propriétés 
Unicité 


Proposition 103 


Si A est inversible, alors son inverse est unique. 


Démonstration 


La méthode classique pour mener à bien une telle démonstration est de supposer l'existence de deux 
matrices Bı et B2 satisfaisant aux conditions imposées et de démontrer que B1 = B2. 

Soient donc B: telle que AB; = B1A = 1, et Bo telle que AB2 = B2A = In. Calculons Ba(A B1). D'une 
part, comme AB; = I„, on a Ba(AB1) = B2. D'autre part, comme le produit des matrices est associatif, 
ona B2(AB:) = (B2A)B: = I„Bı = Bı. Donc Bı = Bə. 


Inverse de l'inverse 


Proposition 104 


Soit A une matrice inversible. Alors A1 est aussi inversible et on a : 


LADITE | 


Inverse d’un produit 
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Proposition 105 


Soient A et B deux matrices inversibles de même taille. Alors AB est inversible et 
(AB) !=-B A | 


Il faut bien faire attention à l’inversion de l’ordre! 


Démonstration 


Il suffit de montrer (BA -!AB)=I et (ABB A 1)=1I. Cela suit de 


(B-TA-T(AB)=B (AA l)B-B lI1B-B !B=I, 
et (ABXB ‘A l)=A(BB DA T=AIA = AAH =]. 


De façon analogue, on montre que si A1,...,Am sont inversibles, alors 


(A142: Am)! =A A7} A 1 


Simplification par une matrice inversible 


Si C est une matrice quelconque de M, (K), nous avons vu que la relation AC = BC où A et B sont 
des éléments de M, (K) entraîne pas forcément légalité A = B. En revanche, si C est une matrice 
inversible, on a la proposition suivante : 


Proposition 106 


Soient A et B deux matrices de M,(K) et C une matrice inversible de M, (K). Alors légalité 
AC = BC implique légalité A = B. 


Démonstration 


Ce résultat est immédiat : si on multiplie à droite légalité AC = BC par C71, on obtient légalité : 
(AC)C7} = (BC)C™}. En utilisant l’associativité du produit des matrices on a A(CC7!)= B(CCT}), ce 
qui donne d’après la définition de l'inverse AI = BI, d’où À =B. 


Mini-exercices 


1. Soient A = (4 72) et B = (2 1). Calculer A~}, B !,(AB) !,(BA) !, A ?. 


100 
2. Calculer l'inverse de (? 2 0). 


1-20 
3. Soit À = ( 2 3 0). Calculer 2A — A2. Sans calculs, en déduire A”. 


4. Inverse d’une matrice : calcul 


Nous allons voir une méthode pour calculer l'inverse d’une matrice quelconque de manière efficace. 
Cette méthode est une reformulation de la méthode du pivot de Gauss pour les systèmes linéaires. 
Auparavant, nous commençons par une formule directe dans le cas simple des matrices 2 x 2. 
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4.1. Matrices 2x2 


b 
Considérons la matrice 2 x 2 : A = k | . 
c 


Proposition 107 


Si ad — bc #0, alors À est inversible et 


Démonstration 


On vérifie que si B=— 1 (£, -b) alors AB = (1%). Idem pour BA. 


4.2. Méthode de Gauss pour inverser les matrices 


4.3 


La méthode pour inverser une matrice À consiste à faire des opérations élémentaires sur les lignes 
de la matrice À jusqu’à la transformer en la matrice identité I. On fait simultanément les mêmes 
opérations élémentaires en partant de la matrice I. On aboutit alors à une matrice qui est A 1. 
La preuve sera vue dans la section suivante. 


En pratique, on fait les deux opérations en même temps en adoptant la disposition suivante : à 
côté de la matrice À que l’on veut inverser, on rajoute la matrice identité pour former un tableau 
(A | 1). Sur les lignes de cette matrice augmentée, on effectue des opérations élémentaires jusqu’à 
obtenir le tableau (I | B). Et alors B = A". 


Ces opérations élémentaires sur les lignes sont : 


1. L; — AL; avec À Z 0 : on peut multiplier une ligne par un réel non nul (ou un élément de 
K \ {0}). 


2. L; —L;+AL; avec A €K (et j # i) : on peut ajouter à la ligne L; un multiple d’une autre ligne 
Ly: 


3. Li + Lj : on peut échanger deux lignes. 


N'oubliez pas : tout ce que vous faites sur la partie gauche de la matrice augmentée, vous devez 
aussi le faire sur la partie droite. 


Un exemple 


1 2 1 
Calculons l’inverse de A=| 4 0 -1 
-1 2 2 


Voici la matrice augmentée, avec les lignes numérotées : 


1 2 111 0 0|\7; 
(AID=| 4 0 -110 1 O0 | 7: 
-1 2 2 10 0 1JL; 


Matrices ET 


On applique la méthode de Gauss pour faire apparaître des 0 sur la première colonne, d’abord sur 
la deuxième ligne par l’opération élémentaire Lo — Lo — 4L: qui conduit à la matrice augmentée : 


1 2 1 1 0 0 
0 -8 -5|-4 1 0 
0 4 3 1 0 1 L3-L3+L: 


On multiplie la ligne L2 afin qu’elle commence par 1 : 


1 2 1/1 0 0 
o 1 |4 -4 0 | r--1r 
0 4 3/1 0 1 


On continue afin de faire apparaître des 0 partout sous la diagonale, et on multiplie la ligne La. 
Ce qui termine la première partie de la méthode de Gauss : 


12 1/1 0 0 12 1/1 0 0 
0 1 žá -4 0 puis 0 1 5|i -4 0 
0 0 à|-1 à 1) L:-L:-41 0 0 1|-2 1 2) 2-21, 


à 1 0 0-5 4 > | Li-li-2lo-Ls 
0 1 0! 7 -? -5 | z,-1:-51, puis 0 1 0) 7 -3 -š 
0 0 1-2 1 2 0 0 1-2 1 2 


Ainsi l'inverse de A est la matrice obtenue à droite et après avoir factorisé tous les coefficients par 


L'on a obtenu : 


4? 
-2 2 2 
atal 7 -3 -5 
-8 4 8 


Pour se rassurer sur ses calculs, on n’oublie pas de vérifier rapidement que A x A7} =I. 


Mini-exercices 


1. Si possible calculer l'inverse des matrices : ( 


2. Soit A(0) = (°%56 - 6). Calculer A(0) 1. 


sin cosô 


; A 1 
3. Calculer l'inverse des matrices : ( 2 
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5. Inverse d’une matrice : systèmes linéaires et matrices 
élémentaires 


5.1. Matrices et systèmes linéaires 


Le système linéaire 


@11X1 + G@12X92 + > + Qip Xp — bı 
a21 x1 + G22%X2 + =` + G2pXp = bə 
an1 X1 + an2x2 + ©: + GnpXp = bn 


peut s'écrire sous forme matricielle : 


a11 aip x1 bı 
a21 a2p X2 b2 
Anli :.. Anp Xp bn 

1—— m M =, — 
A X B 


On appelle A € M, p(K) la matrice des coefficients du système. B € M, 1(K) est le vecteur du second 
membre. Le vecteur X € M, 1(K) est une solution du système si et seulement si 


AX =B. 


Nous savons que : 


Théorème 55 


Un système d'équations linéaires n’a soit aucune solution, soit une seule solution, soit une 


infinité de solutions. 


5.2. Matrices inversibles et systèmes linéaires 


Considérons le cas où le nombre d'équations égale le nombre d’inconnues : 


Q11 ... Gin x1 bı 
Q21 .. An x2 bo 
ani «+ Ann “a bn 

———— c | — —— — 
A X B 


Alors A € M, (K) est une matrice carrée et B un vecteur de M, (K). Pour tout second membre, 


nous pouvons utiliser les matrices pour trouver la solution du système linéaire. 
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Proposition 108 


Si la matrice À est inversible, alors la solution du système AX = B est unique et est : 


La preuve est juste de vérifier que si X = A IB, alors AX = A(A !B)-(AA !)B-1.B=B. 
Réciproquement si AX = B, alors nécessairement X = A“ 1B. Nous verrons bientôt que si la matrice 
n’est pas inversible, alors soit il n’y a pas de solution, soit une infinité. 


5.3. Les matrices élémentaires 
Pour calculer l'inverse d’une matrice À, et aussi pour résoudre des systèmes linéaires, nous avons 
utilisé trois opérations élémentaires sur les lignes qui sont : 


1. L; — AL; avec À Z 0 : on peut multiplier une ligne par un réel non nul (ou un élément de 
K \ {0}). 

2. L; —L;+AL; avec A €K (et j # i) : on peut ajouter à la ligne L; un multiple d’une autre ligne 
Lj. 

3. Li + Lj : on peut échanger deux lignes. 


Nous allons définir trois matrices élémentaires EL;—AL;, EL;-L;+ AL; Er, L; correspondant à ces 
opérations. Plus précisément, le produit E x A correspondra à l’opération élémentaire sur À. Voici 
les définitions accompagnées d'exemples. 


1. La matrice Er, 17, est la matrice obtenue en multipliant par À la i-ème ligne de la matrice 
identité Z,, où À est un nombre réel non nul. 


Er,-51, = 


OO © © H 
© © à © 
© HO © © 
e © © © 


2. La matrice E7,. 1,11, est la matrice obtenue en ajoutant 1 fois la j-ème ligne de In à la 
i-ème ligne de Iņ. 


1 0 0 0 
_3 1 0 0 
Eli! o 0 1 0 
0 O0 0 1 


3. La matrice Er,..r, est la matrice obtenue en permutant les i-ème et j-ème lignes de In. 


Ex,-1, =Ez,-1 = 


oO © oome 
=. © © © 
© HO © © 
© onm © 


Les opérations élémentaires sur les lignes sont réversibles, ce qui entraîne l’inversibilité des 
matrices élémentaires. 


Le résultat de la multiplication d’un matrice élémentaire E par A est la matrice obtenue en 
effectuant l’opération élémentaire correspondante sur À. Ainsi : 
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1. La matrice Er. 11, x À est la matrice obtenue en multipliant par À la i-ème ligne de A. 


2. La matrice Er,.1,+11, X A est la matrice obtenue en ajoutant 1 fois la j-ème ligne de A à la 
i-ème ligne de A. 


3. La matrice E7,..1, x A est la matrice obtenue en permutant les i-ème et j-ème lignes de A. 


Exemple 197 


1. 
1 0 0 X1 X2 X3 X1 X2 X3 
Er,-11, *A=]0 4 Ofx|y1 y2 ysl= {dr 292 à 
0 0 1 21 Z2 Z3 21 22 23 
2. 
1 0 -7 X1 X2 X3 X1—721 x2—Tz2ə x3-—TZz3 
EL-Lı-7L šA =|0 1 O!xly1 y2 y|=| yı y2 y3 
0 0 1 Zi Z2 Z3 Z1 Z2 Z3 
3. 
1 0 0 X1 X2 X3 X1 X2 X3 
EL, >L; xA=|0 0 1ļ|x|yi y2 y3|=|21 22 z3 
0 1 0 Z1 Z2 Z3 yı Y2 Y3 


5.4. Équivalence à une matrice échelonnée 


Définition 98 


Deux matrices A et B sont dites équivalentes par lignes si l’une peut être obtenue à partir 
de l’autre par une suite d'opérations élémentaires sur les lignes. On note À ~B. 


Définition 99 


Une matrice est échelonnée si : 
— le nombre de zéros commençant une ligne croît strictement ligne par ligne jusqu’à ce 
qu'il ne reste plus que des zéros. 
Elle est échelonnée réduite si en plus : 
— le premier coefficient non nul d’une ligne (non nulle) vaut 1; 
— et c’est le seul élément non nul de sa colonne. 


Exemple d’une matrice échelonnée (à gauche) et échelonnée réduite (à droite); les + désignent des 
coefficients quelconques, les + des coefficients non nuls : 


+ k k k k k*k  % 1 x 0 O >x x 0 
0 0 + x x x x 0 0 1 O0 *x *x 0 
0 0 O0 + + x š 0 0 0 1 *x *x 0 
0 0 0 0 0 0 + 0 0 0 0 0 O0 1 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
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Théorème 56 


Etant donnée une matrice À € M, ,(K), il existe une unique matrice échelonnée réduite U 


obtenue à partir de À par des opérations élémentaires sur les lignes. 


Ce théorème permet donc de se ramener par des opérations élémentaires à des matrices dont la 
structure est beaucoup plus simple : les matrices échelonnées réduites. 


Démonstration 


Nous admettons l’unicité. 

L'existence se démontre grâce à l’algorithme de Gauss. L'idée générale consiste à utiliser des substitu- 
tions de lignes pour placer des zéros là où il faut de façon à créer d’abord une forme échelonnée, puis 
une forme échelonnée réduite. 


Soit A une matrice n x p quelconque. 


Partie A. Passage à une forme échelonnée. 

Étape A.1. Choix du pivot. 

On commence par inspecter la première colonne. Soit elle ne contient que des zéros, auquel cas on 
passe directement à l’étape A.3, soit elle contient au moins un terme non nul. On choisit alors un tel 
terme, que l’on appelle le pivot. Si c’est le terme a11, on passe directement à l'étape A2; si c’est un 
terme a;1 avec i À 1, on échange les lignes 1 et i (Lı > Li) et on passe à l’étape A.2. 

Au terme de l'étape A.1, soit la matrice À a sa première colonne nulle (à gauche) ou bien on obtient 
une matrice équivalente dont le premier coefficient a}; est non nul (à droite) : 


À 1 f 1 
(0) a12 ... Qij ... Qip Q11 do ser aij ... aip 
! ! f f 
0 a22 ... a2j ... a2p do oo .. aoj .. aop 
0 = À ou bien ; y ; p |A. 
Ai? ... Qij ... Qip Qil d;9 ... di; ... din 
... i ... ! ! ... ! ... 1 
0 an anj anp ani an2 anj anp 


Étape A.2. Élimination. 
On ne touche plus à la ligne 1, et on se sert du pivot a’, pour éliminer tous les termes di (avec i > 2) 
ai 


situés sous le pivot. Pour cela, il suffit de remplacer la ligne à par elle-même moins z 
1 


x la ligne 1, ceci 


2 a! a! 
pour i = 2,...,n : Lo < Lo ar Li, La + L3 = Pro 


11 11 
Au terme de l'étape A.2, on a obtenu une matrice de la forme 


1 1 1 
CERI do ... aij ... aip 
I I! I 
0 oo ... Qaj ... Qp 
i ~A 
I I! I 5 
0 ai di; din 
I I I 
0 an2 anj Gs anp 


Étape A.3. Boucle. 


EU Matrices 


Au début de l’étape A.3, on a obtenu dans tous les cas de figure une matrice de la forme 


1 1 1 1 
RC NS CT UT 
1 1 1 
Q39 ... Qo; ... ap 
; - À 
1 1 
0 Qiz Qij Qip 
1 1 1 
0 do ... anj ... Anp 


dont la première colonne est bien celle dune matrice échelonnée. On va donc conserver cette première 
colonne. Si ati #0, on conserve aussi la première ligne, et l’on repart avec l’étape A.1 en l’appliquant 
cette fois à la sous-matrice (n — 1) x (p — 1) (ci-dessous à gauche : on « oublie » la première ligne et 
la première colonne de A); si ali = 0, on repart avec l’étape A.1 en l’appliquant à la sous-matrice 
n x (p — 1) (à droite, on « oublie » la première colonne) : 


1 1 1 
aa e E E a T 
22 2j 2p pi e a 
. j 22 2j 2p 
al, ar a; 1 1 1 
j 7 dia di; di 
1 1 1 : : : 
a a: : a 
n2 nj np 1 Dea 1 AT 1 
aro anj anp 


Au terme de cette deuxième itération de la boucle, on aura obtenu une matrice de la forme 


1 1 PT er 
Dit Ci ~ ai; Gip 
2 2 2 
0 Q29 ... Qo; ... aop 
; A 
9. 7 
0 0 di; aip 
2 2 
0 0 anj anp 


et ainsi de suite. 
Comme chaque itération de la boucle travaille sur une matrice qui a une colonne de moins que la 
précédente, alors au bout d’au plus p-1 itérations de la boucle, on aura obtenu une matrice échelonnée. 


Partie B. Passage à une forme échelonnée réduite. 

Étape B.1. Homothéties. 

On repère le premier élément non nul de chaque ligne non nulle, et on multiplie cette ligne par 
l'inverse de cet élément. Exemple : si le premier élément non nul de la ligne i est a # 0, alors on 
effectue L; — ÎL;. Ceci crée une matrice échelonnée avec des 1 en position de pivots. 


Étape B.2. Élimination. 

On élimine les termes situés au-dessus des positions de pivot comme précédemment, en procédant 
à partir du bas à droite de la matrice. Ceci ne modifie pas la structure échelonnée de la matrice en 
raison de la disposition des zéros dont on part. 


Exemple 198 
Soit 


1 2 
A=|0 2 
0 


A. Passage à une forme échelonnée. 
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Première itération de la boucle, étape A.1. Le choix du pivot est tout fait, on garde al, =l 
Première itération de la boucle, étape A.2. On ne fait rien sur la ligne 2 qui contient déjà un 
zéro en bonne position et on remplace la ligne 3 par Lg + L3 + L1. On obtient 


1 2 3 4 
A~|O 2 4 6j. 
0 2 4 4 
Deuxième itération de la boucle, étape A.1. Le choix du pivot est tout fait, on garde dès = 2. 
Deuxième itération de la boucle, étape A.2. On remplace la ligne 3 avec l’opération L3 — 
Ls- Lo. On obtient 
1 2 3 4 
A-|0 2 4 6 
0 0 0 -2 
Cette matrice est échelonnée. 


B. Passage à une forme échelonnée réduite. 
Étape B.1, homothéties. On multiplie la ligne 2 par l et la ligne 3 par -4 et l’on obtient 


1 2 3 4 
A-|]0 1 2 3. 
0 0 0 1 
Étape B.2, première itération. On ne touche plus à la ligne 3 et on remplace la ligne 2 par 
Lo — Lo -3L3 et Li — Li-4L3. On obtient 
1 2 3 0 
A-]0 1 2 O|. 
0 0 0 1 


Étape B.2, deuxième itération. On ne touche plus à la ligne 2 et on remplace la ligne 1 par 
Lı — Lı —2Lə. On obtient 


qui est bien échelonnée et réduite. 


5.5. Matrices élémentaires et inverse d’une matrice 


Théorème 57 


Soit À € M,(K). La matrice À est inversible si et seulement si sa forme échelonnée réduite 
est la matrice identité In. 


EA Matrices 


Démonstration 


Notons U la forme échelonnée réduite de A. Et notons E le produit de matrices élémentaires tel que 
EA=U. 
<— Si U =I, alors EA = I,„. Ainsi par définition, À est inversible et A7! =E. 
= Nous allons montrer que si U # 1,, alors À n’est pas inversible. 
— Supposons U Z1,. Alors la dernière ligne de U est nulle (sinon il y aurait un pivot sur chaque 
ligne donc ce serait In). 
— Cela entraîne que U n’est pas inversible : en effet, pour tout matrice carrée V, la dernière 
ligne de UV est nulle; on maura donc jamais UV =1,. 
— Alors, A n’est pas inversible non plus : en effet, si À était inversible, on aurait U = EA et U 
serait inversible comme produit de matrices inversibles (E est inversible car c’est un produit 
de matrices élémentaires qui sont inversibles). 


Remarque 


Justifions maintenant notre méthode pour calculer A7. 

Nous partons de (A|I) pour arriver par des opérations élémentaires sur les lignes à (7|B). 
Montrons que B = A-!. Faire une opération élémentaire signifie multiplier à gauche par une 
des matrices élémentaires. Notons E le produit de ces matrices élémentaires. Dire que l’on 
arrive à la fin du processus à I signifie EA = I. Donc A! = E. Comme on fait les mêmes 
opérations sur la partie droite du tableau, alors on obtient EI = B. Donc B = E. Conséquence : 
BAT. 


Corollaire 22 


Les assertions suivantes sont équivalentes : 


(i) La matrice À est inversible. 
0 


(Gi) Le système linéaire AX = | : | a une unique solution X = |: 
0 0 
(iii) Pour tout second membre B, le système linéaire AX = B a une unique solution X. 


Démonstration 


Nous avons déjà vu (i) — (ii) et (i) — (iii). 

Nous allons seulement montrer (ii) — (i). Nous raisonnons par contraposée : nous allons montrer la 
proposition équivalente non(i) => non(ii). Si A n’est pas inversible, alors sa forme échelonnée réduite 
U contient un premier zéro sur sa diagonale, disons à la place £. Alors U à la forme suivante 


1 (0) D C1 * ea * —C1 
DE 0 * 

0 O0 1 e] * —C£_1 
0 0 0 * * On note X = 1 
0 0 0 + ee * 0 
mu D F 0 


Alors X n’est pas le vecteur nul, mais UX est le vecteur nul. Comme A = E~ tU, alors AX est le vecteur 
nul. Nous avons donc trouvé un vecteur non nul X tel que AX =0. 
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Mini-exercices 


1. Exprimer les systèmes linéaires suivants sous forme matricielle et les résoudre en 
x+i=a 

2x+4y=7 o: x-2y=ß 

X — mr — 
? , l opra, 5 | 
—2x +3y=—-14 x+y+t=2 
x+z=1 

y+t=4 


inversant la matrice : | 


2. Écrire les matrices 4 x 4 correspondant aux opérations élémentaires : Lo — Lo, L3 +— 
L3- ILo, Lı > La. Sans calculs, écrire leurs inverses. Écrire la matrice 4 x 4 de l’opéra- 
tion Lı — L1 -2L3+38LA. 


3. Ecrire les matrices suivantes sous forme échelonnée, puis échelonnée réduite : 


1 2 3\ /102 ye 
(i 4 0 (1-11), oa: 
SP aN 


6. Matrices triangulaires, transposition, trace, matrices sy- 
métriques 


6.1. Matrices triangulaires, matrices diagonales 


Soit A une matrice de taille n x n. On dit que A est triangulaire inférieure si ses éléments 
au-dessus de la diagonale sont nuls, autrement dit : 


i<j => aij = 0. 


Une matrice triangulaire inférieure a la forme suivante : 


aı 0 0 
a21 Q22 

0 
an1 An2 ... ... Ann 


On dit que À est triangulaire supérieure si ses éléments en-dessous de la diagonale sont nuls, 
autrement dit : 
l >j = Qij= 0. 


Une matrice triangulaire supérieure a la forme suivante : 


Q11 Q12 ... ... ... in 
O a22 ... ... ... on 


O Os sus is À Gr 
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Exemple 199 


Deux matrices triangulaires inférieures (à gauche), une matrice triangulaire supérieure (à 
droite) : 


4 0 0 1 1 -1 
0 -1 0 i o 0 -1 -1 
1 -2 
3 -2 3 0 0 -i 


Une matrice qui est triangulaire inférieure et triangulaire supérieure est dite diagonale. Autre- 
ment dit : i # j => ajij=0. 


Exemple 200 


Exemples de matrices diagonales : 


-1 

0 0 30 
0 6 0 et 
0 0 0 


Exemple 201. Puissances d’une matrice diagonale 


Si D est une matrice diagonale, il est très facile de calculer ses puissances DP (par récurrence 


sur p): 
ar O au du 0 a O noan 0 
0 az 0 … O0 0 æ 0 2 0 
D = => DP’ =|: à ; 
0 O anı 0 0 0 a, 0 
0 O an 0 0 a} 


Théorème 58 


Une matrice À de taille n x n, triangulaire, est inversible si et seulement si ses éléments 


diagonaux sont tous non nuls. 


Démonstration 


Supposons que À soit triangulaire supérieure. 

— Si les éléments de la diagonale sont tous non nuls, alors la matrice A est déjà sous la forme 
échelonnée. En multipliant chaque ligne i par l'inverse de l’élément diagonal a;;, on obtient 
des 1 sur la diagonale. De ce fait, la forme échelonnée réduite de À sera la matrice identité. Le 
théorème 57 permet de conclure que À est inversible. 

- Inversement, supposons qu’au moins l’un des éléments diagonaux soit nul et notons ay, le 
premier élément nul de la diagonale. En multipliant les lignes 1 à Z — 1 par l’inverse de leur 
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élément diagonal, on obtient une matrice de la forme 


O *. x * 
0 0 1  * - * 
(0) 0 0 * * 
0 0 0 * * 


Il est alors clair que la colonne numéro £ de la forme échelonnée réduite ne contiendra pas de 1 
comme pivot. La forme échelonnée réduite de A ne peut donc pas être I, et par le théorème 57, 
A n’est pas inversible. 
Dans le cas d’une matrice triangulaire inférieure, on utilise la transposition (qui fait l’objet de la section 
suivante) et on obtient une matrice triangulaire supérieure. On applique alors la démonstration ci- 
dessus. 


6.2. La transposition 


Soit A la matrice de taille n x p 


a11 «12 Qip 

a21 a22 a2p 
A= 3 

Anl An2 Anp 


Définition 100 


On appelle matrice transposée de A la matrice AT de taille p x n définie par : 


a11 a21 Do Qni 
AT a12 A22 pea An2 
Qip @2p -> @np 


Autrement dit : le coefficient à la place (i, j) de AT est a ji. Ou encore la i-ème ligne de A devient 
la i-ème colonne de AT (et réciproquement la j-ème colonne de AT est la j-ème ligne de A). 


Notation : La transposée de la matrice A se note aussi souvent ‘A. 


Exemple 202 

1 2 3) f1 4 -7 o 3y Te 1 
4 5 -6| =|2 5 8 1 -5 1 r I a -2 57 =|-2 
-7 8 9 3 -6 9 -1 2 5 


L'opération de transposition obéit aux règles suivantes : 
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Théorème 59 


1. (A+B)T = AT +BT 
2. (aA)T = aAT 


3. (ADT = A 


4. |[(AB)T = BTAT | 


5. Si A est inversible, alors AT Fest aussi et on a (AT) 1=(A-1)T. 


Notez bien l’inversion : (AB)? = BTAT, comme pour (AB) !=B-1A-. 


. La trace 


Dans le cas d’une matrice carrée de taille n x n, les éléments a11, a22,...,4nn sont appelés les 
éléments diagonaux. 
Sa diagonale principale est la diagonale (a11,a92,...,4nn). 


Q11 Q12 ... din 
a21 Q22 ... In 
Ani An2 :.. Ann 


Définition 101 


La trace de la matrice À est le nombre obtenu en additionnant les éléments diagonaux de A. 


tr A =an+az+--+ann J 


Autrement dit, 


Exemple 203 
- Si A = (2 }), alors trA =2+5=7. 
- Pour B=(5 2 8 | trB=1+2-10--7. 
11 0 -10 


Théorème 60 


Soient A et B deux matrices n x n. Alors : 


1. tr(A +B)=trA +trB, 


2. tr(aA) = a tr A pour tout a € K, 
8. tr(AT)=trA, 
4. tr(AB) = tr(BA). 
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Démonstration 
1. Pour tout 1<i< n, le coefficient (1,1) de À +B est aii +b;;. Ainsi, on a bien tr(A + B) = tr(A) + 
tr(B). 
2. Onatr(aA)=aa11+-+a@ann = &la11 ++ Ann) = atrA. 


3. Étant donné que la transposition ne change pas les éléments diagonaux, la trace de A est égale 
à la trace de AT. 


4. Notons c;; les coefficients de AB. Alors par définition 


Cii =Qi1b1i + @i2b9i +: +dinbni 


Ainsi, 
tr(AB) =  ay1b11 +@120921 +°: +@inbni 
+a21b12 +a22b22 +. +a2nbn2 
+an1b1n +an2b2n ie +annbnn 


On peut réarranger les termes pour obtenir 


tr(AB) =  ay1b11 +az1bi2 +°: +an1bin 
+a12b21 +a22b22 +. +an2b2n 
+a1nbnı +a2nbn2 +. +annbnn. 


En utilisant la commutativité de la multiplication dans K, la première ligne devient 
bi1@11 +b120a21 +++ binan 


qui vaut le coefficient (1,1) de BA. On note d;; les coefficients de BA. En faisant de même avec 
les autres lignes, on voit finalement que 


tr(AB) = d11 +:::+ dnn = tr(BA). 


6.4. Matrices symétriques 


Définition 102 


Une matrice A de taille n x n est symétrique si elle est égale à sa transposée, c’est-à-dire si 
A=A, 


ou encore si aij =a ji pour tout i,j = 1,...,n. Les coefficients sont donc symétriques par rapport 
à la diagonale. 


Exemple 204 


Les matrices suivantes sont symétriques : 


-1 0 5 
- 0 2 1 
2 4 
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Exemple 205 


Pour une matrice B quelconque, les matrices B -BT et BT -B sont symétriques. 
Preuve : (BBT)! = (BT)! BT = BBT. Idem pour BTB. 


6.5. Matrices antisymétriques 
Définition 103 
Une matrice A de taille n x n est antisymétrique si 
AT=-A, 


c’est-à-dire si a;; = —a ji pour tout i,j = 1,...,n. 


Exemple 206 


0 4 2 
0 -1 
—4 0 -5 
-2 5 0 
Remarquons que les éléments diagonaux d’une matrice antisymétrique sont toujours tous nuls. 
Exemple 207 
Toute matrice est la somme d’une matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique. 


Preuve : Soit À une matrice. Définissons B = 1(A + AT) et C = F(A — AT). Alors d’une part 
A=B+C'; autre part B est symétrique, car BT = I(AT +(AT)T) = (AT +A)= B; et enfin C 
est antisymétrique, car CT = (AT (AT) = -c. 

Exemple : 


symétrique antisymétrique 


Mini-exercices 


1. Montrer que la somme de deux matrices triangulaires supérieures reste triangulaire 
supérieure. Montrer que c’est aussi valable pour le produit. 


2. Montrer que si À est triangulaire supérieure, alors AT est triangulaire inférieure. Et si 


A est diagonale ? 
x1 


x2 
3. Soit A=| . |. Calculer AT -A, puis A-AT. 
fa 
4. Soit A = Ê o) Calculer tr(A - AT). 
5. Soit A une matrice de taille 2 x 2 inversible. Montrer que si A est symétrique, alors A7! 


aussi. Et si À est antisymétrique ? 


6. Montrer que la décomposition d’une matrice sous la forme « symétrique + antisymé- 
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Matrices 


1.1 


Espaces vectoriels 


Espace vectoriel (début) 
Espace vectoriel (fin) 
Sous-espace vectoriel (début) 
Sous-espace vectoriel (milieu) 
Sous-espace vectoriel (fin) 
Application linéaire (début) 
Application linéaire (milieu) 


il 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 


Vidéo 
Vidéo 
Vidéo 


Application linéaire (fin) 


partie Espace vectoriel (début) 


partie Espace vectoriel (fin) 
partie Sous-espace vectoriel (début) 
Sous-espace vectoriel (milieu) 
Vidéo 
Vidéo 
Vidéo 
Vidéo 


partie Sous-espace vectoriel (fin) 


partie Application linéaire (début) 


partie 


E 
E 
E 
Vidéo W partie 
E 
E 
E Application linéaire (milieu) 
a 


oo nN QO O A U NB 


partie Application linéaire (fin) 


La notion ď'espace vectoriel est une structure fondamentale des mathématiques modernes. Il 
s’agit de dégager les propriétés communes que partagent des ensembles pourtant très différents. 
Par exemple, on peut additionner deux vecteurs du plan, et aussi multiplier un vecteur par un 
réel (pour l’agrandir ou le rétrécir). Mais on peut aussi additionner deux fonctions, ou multiplier 
une fonction par un réel. Même chose avec les polynômes, les matrices,... Le but est d'obtenir des 
théorèmes généraux qui s’appliqueront aussi bien aux vecteurs du plan, de l’espace, aux espaces de 
fonctions, aux polynômes, aux matrices,... La contrepartie de cette grande généralité de situations 
est que la notion ď'espace vectoriel est difficile à appréhender et vous demandera une quantité 
conséquente de travail! Il est bon d’avoir d’abord étudié le chapitre « L'espace vectoriel R” ». 


Espace vectoriel (début) 


Dans ce chapitre, K désigne un corps. Dans la plupart des exemples, ce sera le corps 
des réels R. 


Définition d’un espace vectoriel 


Un espace vectoriel est un ensemble formé de vecteurs, de sorte que l’on puisse additionner (et 
soustraire) deux vecteurs u,v pour en former un troisième u +v (ou u —v) et aussi afin que l’on 
puisse multiplier chaque vecteur u d’un facteur À pour obtenir un vecteur A- u. Voici la définition 
formelle : 
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Définition 104 


Un K-espace vectoriel est un ensemble non vide E muni : 
— d'une loi de composition interne, c’est-à-dire dune application de E x E dans E : 


ExE — E 
(u,v) — u+v 


— d'une loi de composition externe, c’est-à-dire d’une application de K x E dans E : 


KxE — E 
Qu) — À:u 
qui vérifient les propriétés suivantes : 
l. u+v=v+u (pour tous u,v € E) 
u+(v+w)=(u+v)+w (pour tous u,v,w € E) 
. T existe un élément neutre Opg € E tel que u+0g=u (pour tout u € E) 
. Tout u € E admet un symétrique u' tel que u +u’ = 0g. Cet élément u' est noté —u. 
l-u=u (pour tout u € E) 
. A- (u-u)=(Au)-u (pour tous A4,uEe K, u € E) 
. A- (u+v)=A-u+A-v (pour tous AEK, u,v EE) 
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. (A+u)-u=A-u+pu-u (pour tous AueK,ueEÆE) 
Nous reviendrons en détail sur chacune de ces propriétés juste après des exemples. 


1.2. Premiers exemples 


Exemple 208. Le R-espace vectoriel R? 


Posons K =R et E = RÊ. Un élément u € E est donc un couple (x, y) avec x élément de R et y 
élément de R. Ceci s'écrit 
R? = {(x, y) |x € R, y € R}. 


— Définition de la loi interne. Si (x, y) et (x', y") sont deux éléments de R?, alors : 
(x,y) +(x, y) =(x+x', y+ y). 
— Définition de la loi externe. Si À est un réel et (x, y) est un élément de R?, alors : 
À: (x, y) = (Ax, Ay). 


L'élément neutre de la loi interne est le vecteur nul (0,0). Le symétrique de (x, y) est (—x,—y), 
que l’on note aussi —(x, y). 
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L'exemple suivant généralise le précédent. C’est aussi le bon moment pour lire ou relire le chapitre 
« L'espace vectoriel R” ». 


Exemple 209. Le R-espace vectoriel R” 


Soit n un entier supérieur ou égal à 1. Posons K = R et E = R”. Un élément u € E est donc un 
n-uplet (x1,%2,...,%n) avec x1,x%2,...,x, des éléments de R. 
— Définition de la loi interne. Si (x1,...,xh) et (is .…,%,) sont deux éléments de R”, alors : 


(£1, --.,£n) + (x1. Cet +x Xn +X). 
— Définition de la loi externe. Si À est un réel et (x1,...,x,) est un élément de R”, alors : 
A- (X1,...,Xn) = (ÅAx1,...,AXn). 


L'élément neutre de la loi interne est le vecteur nul (0,0,...,0). Le symétrique de (x1,...,xh) 
est (—x1,...,—Xn), que l’on note —-(x1,...,xXh). 

De manière analogue, on peut définir le C-espace vectoriel C”, et plus généralement le K- 
espace vectoriel K”. 


Exemple 210 


Tout plan passant par l’origine dans R est un espace vectoriel (par rapport aux opérations 
habituelles sur les vecteurs). Soient K = R et E = un plan passant par l’origine. Le plan 
admet une équation de la forme : 

ax+by+cz=0 


où a, b et c sont des réels non tous nuls. 


Un élément u € E est donc un triplet (noté ici comme un vecteur colonne) (5) tel que ax +by+ 
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cz=0. 
Soient (5) et (z) deux éléments de Z. Autrement dit, 


z' 


| 
2 


ax+by+cz 


| 
© 


et ax/+by'+cz! 


x+x! 
Alors (5) est aussi dans # car on a bien : 


z+z' 


alx +x) +bly +y) +elz+z')=0. 


Les autres propriétés sont aussi faciles à vérifier : par exemple l'élément neutre est (o) ;et si 


(5) appartient à Z, alors ax + by + cz = 0, que l’on peut réécrire a(—x) + b(—y)+ c(—z2) = 0 et 


ainsi — (z) appartient à . 


Attention ! Un plan ne contenant pas l’origine n’est pas un espace vectoriel, car justement il 


ne contient pas le vecteur nul (9). 


1.3. Terminologie et notations 


Rassemblons les définitions déjà vues. 


On appelle les éléments de E des vecteurs. Au lieu de K-espace vectoriel, on dit aussi espace 
vectoriel sur K. 

Les éléments de K seront appelés des scalaires. 

L élément neutre 0g Sappelle aussi le vecteur nul. Il ne doit pas être confondu avec lélé- 
ment 0 de K. Lorsqu'il n’y aura pas de risque de confusion, Og sera aussi noté 0. 

Le symétrique —u d’un vecteur u € E s'appelle aussi l'opposé. 

La loi de composition interne sur E (notée usuellement +) est appelée couramment l’addition 
et u +u' est appelée somme des vecteurs u et u’. 

La loi de composition externe sur E est appelée couramment multiplication par un scalaire. 
La multiplication du vecteur u par le scalaire À sera souvent notée simplement Au, au lieu 
de À:u. 


Somme de n vecteurs. Il est possible de définir, par récurrence, l'addition de n vecteurs, n > 2. La 


structure d'espace vectoriel permet de définir l’addition de deux vecteurs (et initialise le processus). 


Si maintenant la somme de n — 1 vecteurs est définie, alors la somme de n vecteurs vi,v2,...,Un 


est définie par 


VI +tU2 +: +Un = (V1 +U2+--+Un_1) + Un. 


L’associativité de la loi + nous permet de ne pas mettre de parenthèses dans la somme v1 + v9 + 


+++ Un. 


n 
On notera u1+V02+--+Un = Xvi. 
i=1 


1.4. Mini-exercices 


1. 


2. 


3. 


Vérifier les 8 axiomes qui font de R? un R-espace vectoriel. 
ax+by+cz = 0 
Idem pour une droite 2 de R? passant par l’origine définie par p ; 4 j ; 
a’ x+b'y+c'z = 0 
Justifier que les ensembles suivants ne sont pas des espaces vectoriels : {(x, y) € R? | xy = 0}; 


(x, MER? |x=1}; {x MER? |x>0ety>0}; f(x, YER?|-1<x<let -1<y<1}. 
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4. Montrer par récurrence que si les v; sont des éléments d’un K-espace vectoriel E, alors pour 
tous À; EK : A1V1 + Aovo +-- + ÅAnUn EE. 


2. Espace vectoriel (fin) 


2.1. Détail des axiomes de la définition 


Revenons en détail sur la définition d’un espace vectoriel. Soit donc E un K-espace vectoriel. Les 
éléments de E seront appelés des vecteurs. Les éléments de K seront appelés des scalaires. 
Loi interne. 

La loi de composition interne dans E, c’est une application de E x E dans E : 


ExE — E 
(u,v) — u+v 


C'est-à-dire qu’à partir de deux vecteurs u et v de E, on nous en fournit un troisième, qui sera noté 
u +v. 

La loi de composition interne dans E et la somme dans K seront toutes les deux notées +, mais le 
contexte permettra de déterminer aisément de quelle loi il s’agit. 


Loi externe. 
La loi de composition externe, c’est une application de K x E dans E : 


KxE — E 
Qu) => Au 


C’est-à-dire qu’à partir d’un scalaire À € K et d’un vecteur u € E, on nous fournit un autre vecteur, 
qui sera noté A- u. 


Axiomes relatifs à la loi interne. 
1. Commutativité. Pour tous u,v € E, u+v =v +u. On peut donc additionner des vecteurs dans 
Pordre que l’on souhaite. 


2. Associativité. Pour tous u,v,w € E, on a u + (v +w)= (u +v)+w. Conséquence : on peut 
«oublier » les parenthèses et noter sans ambiguïté u +v +w. 


3. Il existe un élément neutre, c'est-à-dire qu’il existe un élément de E, noté Op, vérifiant : 
pour tout u € E, u + 0g = u (et on a aussi Og +u = u par commutativité). Cet élément 0g 
s'appelle aussi le vecteur nul. 


4. Tout élément u de E admet un symétrique (ou opposé), c’est-à-dire qu’il existe un élément 
u' de E tel que u +u’ = Og (et on a aussi u' +u = 0g par commutativité). Cet élément u’ de E 
est noté —u. 


Proposition 109 


— S'il existe un élément neutre 0g vérifiant l’axiome (3) ci-dessus, alors il est unique. 


— Soit u un élément de FE. S'il existe un élément symétrique u’ de E vérifiant l’axiome (4), 


alors il est unique. 
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Démonstration 


— Soient Og et 07 deux éléments vérifiant la définition de l’élément neutre. On a alors, pour tout 
élément u de E : 
u+0g =0p+u=u et u+0,=0L+u=u 


- Alors, la première propriété utilisée avec u = 0, donne 0} +0g = 0g + 0p = 0%. 
- La deuxième propriété utilisée avec u = 0g donne 0g + 0} = 0% + 0g = 0g. 
— En comparant ces deux résultats, il vient 0g = 0p- 

— Supposons qu’il existe deux symétriques de u notés u’ et u”. On a : 


u+u =u'+u=0g et u+u"=u"+u=0x. 


Calculons u’ + (u + u”) de deux façons différentes, en utilisant l’associativité de la loi + et les 
relations précédentes. 

- u'+(u+u")=u'+0g=u 

- u'+(u+u")=(u'+u)+u" =0g+u" =u" 

- On en déduit u' = u". 


Remarque 


Les étudiants connaissant la théorie des groupes reconnaîtront, dans les quatre premiers 
axiomes ci-dessus, les axiomes caractérisant un groupe commutatif. 


Axiomes relatifs à la loi externe. 


5. Soit 1 l'élément neutre de la multiplication de K. Pour tout élément u de E, on a 
l-u=u. 
6. Pour tous éléments 1 et u de K et pour tout élément u de E, on a 


A-(u-u)=(Ax u) u. 


Axiomes liant les deux lois. 


7. Distributivité par rapport à laddition des vecteurs. Pour tout élément À de K et pour tous 
éléments u et v de E, on a 
A-(u+v)=21.u+2:v. 


8. Distributivité par rapport à l'addition des scalaires. Pour tous À et u de K et pour tout 
élément u de E, ona: 
(A+u) u=- u+u-u. 


La loi interne et la loi externe doivent donc satisfaire ces huit axiomes pour que (E, +,-) soit un 
espace vectoriel sur K. 
2.2. Exemples 


Dans tous les exemples qui suivent, la vérification des axiomes se fait simplement et est laissée 
au soin des étudiants. Seules seront indiquées, dans chaque cas, les valeurs de l’élément neutre 
de la loi interne et du symétrique d’un élément. 
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Exemple 211. L'espace vectoriel des fonctions de R dans R 


L'ensemble des fonctions f : R — R est noté (R,R). Nous le munissons d’une structure de 
R-espace vectoriel de la manière suivante. 
— Loi interne. Soient f et g deux éléments de Z(R,R). La fonction f + g est définie par : 


VxeR (f+g)(x) = f(x) +g(x) 


(où le signe + désigne la loi interne de Z(R,R) dans le membre de gauche et l’addition 
dans R dans le membre de droite). 

— Loi externe. Si À est un nombre réel et f une fonction de Z(R,R), la fonction À -f est 
définie par l’image de tout réel x comme suit : 


VxeR (4:f)(@x) = 21 x f(x). 


(Nous désignons par : la loi externe de Z(R,R) et par x la multiplication dans R. Avec 
l'habitude on oubliera les signes de multiplication : (Af Xx) = Af(x).) 
— Élément neutre. L'élément neutre pour l'addition est la fonction nulle, définie par : 


VxeR f(x)=0. 


On peut noter cette fonction 0 z(R,R. 
— Symétrique. Le symétrique de l’élément f de F(R,R) est l'application g de R dans R 
définie par : 
VxeR g(x)=-f(x). 


Le symétrique de f est noté -f. 


Exemple 212. Le R-espace vectoriel des suites réelles 


On note l’ensemble des suites réelles (un)nen. Cet ensemble peut être vu comme l’ensemble 
des applications de N dans R; autrement dit Z = Z(N,R). 
— Loi interne. Soient u = (Un)nen et v = (Un)nen deux suites appartenant à Z. La suite u+u 
est la suite w = (Wn)nen dont le terme général est défini par 


VnEeN wy=Uun+Un 


(où Un +v désigne la somme de up et de v, dans R). 
— Loi externe. Si À est un nombre réel et u = (un)nen un élément de Z, À -u est la suite 
U = (Uy)nen définie par 
VnEN v;y=1xu» 


où x désigne la multiplication dans R. 

- Élément neutre. L'élément neutre de la loi interne est la suite dont tous les termes sont 
nuls. 

— Symétrique. Le symétrique de la suite u = (un)nen est la suite u’ = (u! )nen définie par : 


VnEeN ul =-un. 


Elle est notée —-u. 
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Exemple 213. Les matrices 


L'ensemble M, ,(R) des matrices à n lignes et p colonnes à coefficients dans R est muni d’une 
structure de R-espace vectoriel. La loi interne est l’addition de deux matrices. La loi externe 
est la multiplication d’une matrice par un scalaire. L'élément neutre pour la loi interne est 
la matrice nulle (tous les coefficients sont nuls). Le symétrique de la matrice À = (a; j) est 
la matrice (—a; j). De même, l’ensemble M, p(K) des matrices à coefficients dans K est un 
K-espace vectoriel. 


Autres exemples : 


1. L'espace vectoriel RIX] des polynômes P(X) = a,X"+:.:+a2X? +a1X +ao. Laddition est 
l'addition de deux polynômes P(X)+ Q(X), la multiplication par un scalaire A € R est À-P(X). 
L'élément neutre est le polynôme nul. L’opposé de P(X) est —-P(X). 

2. L'ensemble des fonctions continues de R dans R; l’ensemble des fonctions dérivables de R 


dans R,... 


3. C est un R-espace vectoriel : addition z +z’ de deux nombres complexes, multiplication Az 
par un scalaire À € R. L'élément neutre est le nombre complexe 0 et le symétrique du nombre 
complexe z est —z. 


2.3. Règles de calcul 


Proposition 110 


Soit E un espace vectoriel sur un corps K. Soient u € E et A € K. Alors on a : 


1. Ou =0g 
2. A-0g =0r 
3. (—-l):u =-u 


4. |A:u=0g = 1=0 ou u =0r ] 


L'opération qui à (u,v) associe u +(—v) s’appelle la soustraction. Le vecteur u +(-—v) est noté u —v. 


Les propriétés suivantes sont satisfaites : A(u — v) = Au — Av et (A — u)u = Àu — uu. 
Démonstration 


Les démonstrations des propriétés sont des manipulations sur les axiomes définissant les espaces 
vectoriels. 
1. - Le point de départ de la démonstration est légalité dans K : 0+0 = 0. 

— D'où, pour tout vecteur de E, l'égalité (0 +0)-u =0-u. 

— Donc, en utilisant la distributivité de la loi externe par rapport à la loi interne et la définition 
de l’élément neutre, on obtient O-u +0-u =0-u. On peut rajouter l'élément neutre dans le 
terme de droite, pour obtenir : Ou +0-u =0-u+0x. 

— En ajoutant -(0-u) de chaque côté de légalité, on obtient : O-u = 0x. 


2. La preuve est semblable en partant de légalité Og +0g = 0g. 


3. Montrer (—-1)-u = -u signifie exactement que (—1)-u est le symétrique de u, c’est-à-dire vérifie 
u +(-1)-u = 0g. En effet : 


u+(—-1)-u=1-u+(-1)-u=(1+(-1))-u=0-u =0g. 


4. On sait déjà que si À=0 ou u= 0g, alors les propriétés précédentes impliquent À -u = 0g. 
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Pour la réciproque, soient 1 € K un scalaire et u € E un vecteur tels que A- u = 0g. 

Supposons À différent de 0. On doit alors montrer que u = 0g. 

- Comme À #0, alors À est inversible pour le produit dans le corps K. Soit A7! son inverse. 

En multipliant par A7! les deux membres de l'égalité A -u = 0g, il vient : At- (A-u)= A 1.0g. 
- D'où en utilisant les propriétés de la multiplication par un scalaire (A71 x A)-u = 0g et donc 


l-u =0g. 
- D'où u = 0g. 


2.4. Mini-exercices 


1. Justifier si les objets suivants sont des espaces vectoriels. 


(a) L'ensemble des fonctions réelles sur [0, 1], continues, positives ou nulles, pour l’addition et 
le produit par un réel. 


(b) L'ensemble des fonctions réelles sur R vérifiant lim, f(x) = 0 pour les mêmes opéra- 


tions. 
(c) L'ensemble des fonctions sur R telles que f(3) = 7. 
(d) L'ensemble R pour les opérations x ® y = xy et A -x = xl (ER). 
(e) L'ensemble des points (x, y) de RÊ vérifiant sin(x + y) = 0. 
(f) L'ensemble des vecteurs (x,y,z) de R? orthogonaux au vecteur (—1,3,—-2). 
(g) L'ensemble des fonctions de classe €? vérifiant f" + f =0. 
(h) L'ensemble des fonctions continues sur [0,1] vérifiant f f(x) sinx dx = 0. 
G) L'ensemble des matrices (4% b) € Mə(R) vérifiant a +d = 0. 


2. Prouver les propriétés de la soustraction : A- (u—-v)=A-u-—A-v et (A-uy) u=4A-u-u-u. 


3. Sous-espace vectoriel (début) 


Il est vite fatiguant de vérifier les 8 axiomes qui font d’un ensemble un espace vectoriel. Heureuse- 
ment, il existe une manière rapide et efficace de prouver qu’un ensemble est un espace vectoriel : 
grâce à la notion de sous-espace vectoriel. 


3.1. Définition d’un sous-espace vectoriel 


Définition 105 


Soit E un K-espace vectoriel. Une partie F de E est appelée un sous-espace vectoriel si : 
- 0gE F d 
— u+vEF pour tous u,v EF, 
- -u EF pour tout A €K et tout u € F. 


Remarque 


Expliquons chaque condition. 
- La première condition signifie que le vecteur nul de E doit aussi être dans F. En fait il 
suffit même de prouver que F est non vide. 
— La deuxième condition, c’est dire que F est stable pour l’addition : la somme u +v de 
deux vecteurs u,v de F est bien sûr un vecteur de E (car E est un espace vectoriel), mais 
ici on exige que u +v soit un élément de F. 
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l — La troisième condition, c’est dire que F est stable pour la multiplication par un scalaire. 
Exemple 214. Exemples immédiats 


1. L'ensemble F = {(x, y) € R2|x+7y= 0} est un sous-espace vectoriel de R2. En effet : 
(a) (0,0)EF, 


(b) si u = (x1, y1) et v = (x2, y2) appartiennent à F, alors xı + y1 = 0 et x2 + y2 = 0 donc 
(x1 +x2) + (y1 + y2) = 0 et ainsi u +v = (x1 + x2, y1 + y2) appartient à F, 


(c) siu =(x,y)EF et AER, alors x+ y =0 donc Ax + Ay = 0, d’où Au € F. 


y 


(== 
R 


2. Lensemble des fonctions continues sur R est un sous-espace vectoriel de l’espace vec- 
toriel des fonctions de R dans R. Preuve : la fonction nulle est continue; la somme de 
deux fonctions continues est continue ; une constante fois une fonction continue est une 


fonction continue. 


3. Lensemble des suites réelles convergentes est un sous-espace vectoriel de l’espace vec- 
toriel des suites réelles. 


Voici des sous-ensembles qui ne sont pas des sous-espaces vectoriels. 


Exemple 215 


1. L'ensemble F1 = {(x, y) € R?|x+7y= 2} n’est pas un sous-espace vectoriel de R?. En effet 
le vecteur nul (0,0) n’appartient pas à F1. 
2. L'ensemble F2 = {(x, y) € R? | x = 0 ou y = 0} n’est pas un sous-espace vectoriel de R2. 


En effet les vecteurs u = (1,0) et v = (0,1) appartiennent à F2, mais pas le vecteur 
u +v =(1,1). 


3. L'ensemble F3 = {(x, y) € R? |x > 0 et y> 0} west pas un sous-espace vectoriel de R?. En 
effet le vecteur u = (1,1) appartient à F3 mais, pour À = —1, le vecteur —u = (—1,-1) 
n'appartient pas à F3. 


s E2 


Fi 
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3.2. Un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel 


La notion de sous-espace vectoriel prend tout son intérêt avec le théorème suivant : un sous-espace 
vectoriel est lui-même un espace vectoriel. C’est ce théorème qui va nous fournir plein d'exemples 
d'espaces vectoriels. 


Théorème 61 


Soient E un K-espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E. Alors F est lui-même un 


K-espace vectoriel pour les lois induites par E. 


Méthodologie. Pour répondre à une question du type « L'ensemble F est-il un espace vectoriel? », 
une façon efficace de procéder est de trouver un espace vectoriel E qui contient F, puis prouver 
que F est un sous-espace vectoriel de E. Il y a seulement trois propriétés à vérifier au lieu de huit! 


Exemple 216 


1. Est-ce que l’ensemble des fonctions paires (puis des fonctions impaires) forme un espace 
vectoriel (sur R avec les lois usuelles sur les fonctions) ? 
Notons l’ensemble des fonctions paires et J l’ensemble des fonctions impaires. Ce 
sont deux sous-ensembles de l’espace vectoriel Z(R,R) des fonctions. 


P = $f € F(R,R) | Yx ER, f(-x) = f(x)} 
I ={fE FR,R)| Yx E€ R, f(-x) = -f(x)} 


P et J sont des sous-espaces vectoriels de F(R,R). Cest très simple à vérifier, par 
exemple pour 2# : 


(a) la fonction nulle est une fonction paire, 
(b) si f,g € P alors f +g E€ P, 
(c) si f € P et si AER alors Af € D. 
Par le théorème 61, Z est un espace vectoriel (de même pour £). 


2. Est-ce que l’ensemble A, des matrices symétriques de taille n est un espace vectoriel 
(sur R avec les lois usuelles sur les matrices)? 


Pn, est un sous-ensemble de l’espace vectoriel M, (R). Et cest même un sous-espace 
vectoriel. Il suffit en effet de vérifier que la matrice nulle est symétrique, que la somme 
de deux matrices symétriques est encore symétrique et finalement que le produit d’une 
matrice symétrique par un scalaire est une matrice symétrique. Par le théorème 61, A, 
est un espace vectoriel. 


Démonstration Preuve du théorème 61 


Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel (E, +,:). La stabilité de F pour les deux lois 
permet de munir cet ensemble d’une loi de composition interne et d’une loi de composition externe, en 
restreignant à F les opérations définies dans E. Les propriétés de commutativité et d’associativité de 
l'addition, ainsi que les quatre axiomes relatifs à la loi externe sont vérifiés, car ils sont satisfaits dans 
E donc en particulier dans F, qui est inclus dans £. 

L'existence d’un élément neutre découle de la définition de sous-espace vectoriel. Il reste seulement à 
justifier que si u € F, alors son symétrique —u appartient à F. 

Fixons u € F. Comme on a aussi u € E et que E est un espace vectoriel alors il existe un élément de E, 
noté —u, tel que u +(—u) = 0g. Comme u est élément de F, alors pour À = —1, (—1)u € F. Et ainsi -u 
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| appartient à F. 
Un autre exemple d'espace vectoriel est donné par l’ensemble des solutions d’un système linéaire 
homogène. Soit AX = 0 un système de n équations à p inconnues : 


Qil +. ip X1 0 


Qni :.. GAnp Xp 0 
On a alors 


Théorème 62 


Soit À € Mn p(R). Soit AX = 0 un système d'équations linéaires homogènes à p variables. 


Alors l’ensemble des vecteurs solutions est un sous-espace vectoriel de R?. 


Démonstration 


Soit F l’ensemble des vecteurs X € R? solutions de l'équation AX = 0. Vérifions que F est un sous- 
espace vectoriel de RP. 
— Le vecteur 0 est un élément de F. 
- F est stable par addition : si X et X’ sont des vecteurs solutions, alors AX = 0 et AX' =0, donc 
A(X +X')= AX +AX' =0, et ainsi X +X' €F. 
— F est stable par multiplication par un scalaire : si X est un vecteur solution, on a aussi A(AX) = 
A(AX)= 140 =0, ceci pour tout 4 € R. Donc AX EF. 


Exemple 217 

Considérons le système 
1 -2 3 x 0 
2 —4 6 y |=| 0 
3 -6 9 z 0 


L'ensemble des solutions F c R? de ce système est : 
F = {(x = 2s —3t,y = s,z =t)|s,t € R}. 


Par le théorème 62, F est un sous-espace vectoriel de R3. Donc par le théorème 61, F est un 
espace vectoriel. 

Une autre façon de voir les choses est dďd’écrire que les éléments de F sont ceux qui vérifient 
l'équation (x = 2y — 3z). Autrement dit, F est ďéquation (x — 2y + 3z = 0). Lensemble des 
solutions F est donc un plan passant par l’origine. Nous avons déjà vu que ceci est un espace 
vectoriel. 


3.3. Mini-exercices 


Parmi les ensembles suivants, reconnaître ceux qui sont des sous-espaces vectoriels : 
1. {(x,y,z)ER3|x+y=0} 

. (x,y,z, t) ER|x=tet y=2} 

. x, y,2D) ER |z=1} 

. {GP ER |x? +xy > 0} 


© N 
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. {M ER? |x? +y? > 1} 

. {f €E FR,R)| f0) =1} 

. {FE FR,R)If)=0} 

. {f € F(R,R) | f est croissante } 


© © I Q A 


. {(Un)nen | (Un) tend vers 0} 


4. Sous-espace vectoriel (milieu) 


4.1. Combinaisons linéaires 


Définition 106 


Soit n > 1 un entier, soient v1,U2,...,Un, n vecteurs d’un espace vectoriel E. Tout vecteur de la 
forme 
u = À1V1 +909 +*+ ÅÀnUn 


(où À1,12,...,1, sont des éléments de K) est appelé combinaison linéaire des vecteurs 
U1,U2,...,Un. Les scalaires À1,12,...,1, sont appelés coefficients de la combinaison linéaire. 


Remarque : Si n = 1, alors u = ÀAju et on dit que u est colinéaire à v1. 
Exemple 218 
1. Dans le R-espace vectoriel R3, (3,3,1) est combinaison linéaire des vecteurs (1,1,0) et 


(1,1,1) car on a légalité 
(3,3,1)=2(1,1,0)+ (1,1,1). 


2. Dans le R-espace vectoriel R2, le vecteur u = (2, 1) n’est pas colinéaire au vecteur v1 = (1,1) 
car s’il l'était, il existerait un réel À tel que u = Avı, ce qui équivaudrait à légalité 
(2,1) = (A, À). 


3. Soit E = F(R,R) l’espace vectoriel des fonctions réelles. Soient fo, f1, f2 et f3 les fonctions 
définies par : 
VER fox)=1, Aæ =x, fat) = x, fa(x) = x. 


Alors la fonction f définie par 
VxeR f(x) =x? — 2x? — 7x4 
est combinaison linéaire des fonctions fo, f1, f2, f3 puisque l’on a légalité 
f=f3-2f2 -7f1-4fo. 
1 1 3 


0 -1 4 
forme suivante d’une combinaison linéaire de matrices élémentaires (des zéros partout, 


4. Dans M23(R), on considère A = | On peut écrire À naturellement sous la 


sauf un 1): 
A=|t 9 0)./0 1 0j [0 0 11 [0 0 0),,/0 0 0! 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 


Voici deux exemples plus compliqués. 
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Exemple 219 


R 1 6 9 SES P 
Soient u = (2) etv = (4) deux vecteurs de R°. Montrons que w = (2) est combinaison linéaire 
de u et v. On cherche donc 1 et u tels que w = Au + w : 


9 1 6 À 6u A+6u 
2|=4A| 2 |+u|4|=|24|+|4u|=|24+4u]. 
7 -1 2 —À 2u —1+2u 
On a donc 
9 = À1+6u 
2 = 21+4u 
T = —-À+2y. 


Une solution de ce système est (1 = —3, u = 2), ce qui implique que w est combinaison linéaire 
de u et v. On vérifie que l’on a bien 


9 1 6 
21=-3| 2 |+2ļ|4 
7 -1 2 
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i 1 6 4 DORR na 
Soient u = ( 2) etv = (4). Montrons que w = (5) n’est pas une combinaison linéaire de u et 


v. L'égalité 
4 1 6 4 = À+6u 
—1|=4A| 2 |+u]|4 équivaut au système -1 = 2A+4u 
8 -1 2 8 = —-A1+2y. 


Or ce système n’a aucune solution. Donc il n'existe pas A, u € R tels que w = Au + uv. 


4.2. Caractérisation d’un sous-espace vectoriel 


Théorème 63. Caractérisation d’un sous-espace par la notion de combinaison 
linéaire 

Soient E un K-espace vectoriel et F une partie non vide de E. F est un sous-espace vectoriel 
de E si et seulement si 


Au+weF pour tous u,veF et tous À,ueK. 


Autrement dit si et seulement si toute combinaison linéaire de deux éléments de F appartient 
à F. 


Démonstration 


— Supposons que F soit un sous-espace vectoriel. Et soient u,v € F, À, € K. Alors par la définition 
de sous-espace vectoriel : Au € F et uv € F et ainsi Au + pv € F. 

— Réciproquement, supposons que pour chaque u,v € F, À, uE K on a Au + mw EF. 
- Comme F n’est pas vide, soient u,v € F. Posons À = u = 0. Alors Au + uv = 0g EF. 
- Si u,v € F, alors en posant À = u = 1 on obtient u +v € F. 
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| - Siu EF et AEK (et pour n'importe quel v, en posant u = 0), alors Au € F. 


4.3. Intersection de deux sous-espaces vectoriels 


Proposition 111. Intersection de deux sous-espaces 


Soient F,G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E. L'intersection F NG est 


un sous-espace vectoriel de E. 


On démontrerait de même que l'intersection F1NnF2NnF:Nn:.-1NF, d'une famille quelconque de 
sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de E. 


Démonstration 


Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. 
- Og EF, Og €G car F et G sont des sous-espaces vectoriels de E ; donc 0g EF NG. 
— Soient u et v deux vecteurs de F NG. Comme F est un sous-espace vectoriel, alors u,v € F 
implique u +v € F. De même u,v € G implique u +v € G. Donc u +v EF NAG. 
- Soientue FNG et A €K. Comme F est un sous-espace vectoriel, alors u € F implique Àu € F. De 
même u € G implique Au € G. Donc Aue FNG. 
Conclusion : F nG est un sous-espace vectoriel de E. 
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Soit 2 le sous-ensemble de R? défini par : 
D = {(x,y,2) € R? |x+3y+z=0 et x-y+22= 0}. 


Est-ce que 2 est sous-espace vectoriel de R? ? L'ensemble 2 est l'intersection de F et G, les 
sous-ensembles de R° définis par : 


F = {(x,y,z)E R? |x+38y+2 = 0} 
G = {(x,y,2)E R3 |x- y +2z=0} 


Ce sont deux plans passant par l’origine, donc des sous-espaces vectoriels de R°. Ainsi 2 = 
F nG est un sous-espace vectoriel de RŸ, c’est une droite vectorielle. 
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Remarque 


La réunion de deux sous-espaces vectoriels de E n’est pas en général un sous-espace vectoriel 
de E. Prenons par exemple E = RÊ. Considérons les sous-espaces vectoriels F = {(x, y) 1x = 0} 
et G = {(x,y) | y = 0}. Alors FUG n’est pas un sous-espace vectoriel de Rĉ?. Par exemple, 
(0,1)+ (1,0) = (1, 1) est la somme d’un élément de F et d’un élément de G, mais n’est pas dans 
FUG. 


4.4. Mini-exercices 


-4v2 
1. Peut-on trouver t € R tel que les vecteurs (2) et | a | soient colinéaires ? 
t 2V2 


1 1 -1 
2. Peut-on trouver t € R tel que le vecteur (a) soit une combinaison linéaire de (3) et (z) ? 


5. Sous-espace vectoriel (fin) 


5.1. Somme de deux sous-espaces vectoriels 


Comme la réunion de deux sous-espaces vectoriels F et G mest pas en général un sous-espace 
vectoriel, il est utile de connaître les sous-espaces vectoriels qui contiennent à la fois les deux 
sous-espaces vectoriels F et G, et en particulier le plus petit d’entre eux (au sens de l'inclusion). 


Définition 107. Définition de la somme de deux sous-espaces 


Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E. L'ensemble de tous 
les éléments u +v, où u est un élément de F et v un élément de G, est appelé somme des 
sous-espaces vectoriels F et G. Cette somme est notée F +G. On a donc 


F+G={u+vlueF,veG}. 


G 


Espaces vectoriels 377 


Proposition 112 


Soient F et G deux sous-espaces vectoriels du K-espace vectoriel E. 


1. F +G est un sous-espace vectoriel de E. 


2. F +G est le plus petit sous-espace vectoriel contenant à la fois F et G. 


Démonstration 


1. Montrons que F +G est un sous-espace vectoriel. 

- Og EF, 0g €G, donc Og =0g+0gEF+G. 

— Soient w et w' des éléments de F +G. Comme w est dans F +G, il existe u dans F et v dans G 
tels que w = u+v. Comme w' est dans F +G, il existe u’ dans F et v' dans G tels que w' = u'+v'. 
Alors w +w' = (u +v) + (u' +v’) = (u +u')+ (w +v)Ee F +G, caru +u' EF etv+v' EG. 

— Soit w un élément de F +G et å € K. Il existe u dans F et v dans G tels que w = u +v. Alors 
Aw = Alu +v) = (Au)+ (Av)Ee F +G, car Au EF et Av EG. 


2. - Lensemble F +G contient F et contient G : en effet tout élément u de F gécrit u = u +0 avec 
u appartenant à F et 0 appartenant à G (puisque G est un sous-espace vectoriel), donc u 
appartient à F +G. De même pour un élément de G. 

— Si H est un sous-espace vectoriel contenant F et G, alors montrons que F +G c H. C’est clair : 
si u € F alors en particulier u € H (car F c H), de même si v € G alors v € H. Comme H est un 
sous-espace vectoriel, alors u +v € H. 
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Déterminons F +G dans le cas où F et G sont les sous-espaces vectoriels de R? suivants : 


F= {(x,y,z)ER?|y=z=0} et  G={(x,y,2)ER°|x=2=0}. 


Un élément w de F +G s'écrit w = u +v où u est un élément de F et v un élément de G. Comme 
u € F alors il existe x € R tel que u = (x,0,0), et comme v EG il existe y € R tel que v = (0, y,0). 
Donc w = (x, y,0). Réciproquement, un tel élément w = (x, y,0) est la somme de (x,0,0) et de 
(0,y,0). Donc F +G = {(x,y,z) € Rè|z= 0}. On voit même que, pour cet exemple, tout élément 
de F +G s'écrit de façon unique comme la somme d’un élément de F et d’un élément de G. 


Exemple 223 


Soient F et G les deux sous-espaces vectoriels de R? suivants : 


F = {(x,y,z)E R? |x =0} et G = {(x,y,z)€ R | y = 0}. 
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Dans cet exemple, montrons que F +G = R?. Par définition de F +G, tout élément de F +G est 
dans R3. Mais réciproquement, si w = (x, y,z) est un élément quelconque de R? : w = (x,y,z) = 
(0, y,z)+(x,0,0), avec (0, y,z) € F et (x,0,0) e G, donc w appartient à F +G. 

Remarquons que, dans cet exemple, un élément de R? ne s'écrit pas forcément de façon unique 
comme la somme d’un élément de F et d’un élément de G. Par exemple (1,2,3) = (0,2,3) + 
(1,0,0) = (0,2,0)+(1,0,3). 


5.2. Sous-espaces vectoriels supplémentaires 


Définition 108. Définition de la somme directe de deux sous-espaces 


Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. F et G sont en somme directe dans E si 
- FNnG={0g}, 
- F+G=E. 

On note alors F&G=E. 


Si F et G sont en somme directe, on dit que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémen- 
taires dans E. 


Proposition 113 


F et G sont supplémentaires dans E si et seulement si tout élément de E s’écrit dune manière 


unique comme la somme d’un élément de F et d’un élément de G. 


Remarque 


— Dire qu'un élément w de E s'écrit d’une manière unique comme la somme d’un élément 
de F et d’un élément de G signifie que si w = u +v avec u € F, v EG et w =u' +v' avec 
u'eF,v'eG alors u=u' etv =v". 

— On dit aussi que F est un sous-espace supplémentaire de G (ou que G est un sous-espace 
supplémentaire de F). 

-— Il py a pas unicité du supplémentaire d’un sous-espace vectoriel donné (voir un exemple 
ci-dessous). 

— L'existence d’un supplémentaire d’un sous-espace vectoriel sera prouvée dans le cadre 
des espaces vectoriels de dimension finie. 
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Démonstration 


— Supposons E = F&G et montrons que tout élément u € E se décompose de manière unique. 
Soient donc u = v +w et u =v'+w' avec v,v' € F et w,w' € G. On a alors v +w = v'+w', donc 
v-v =w'-w. Comme F est un sous-espace vectoriel alors v -v'€ F, mais d'autre part G est 
aussi un sous-espace vectoriel donc w' -w € G. Conclusion : u—-v'=w'-weFnG. Mais par 
définition d'espaces supplémentaires F NG = {0g}, donc v -v' = Og et aussi w’ -w = 0p. On en 
déduit v = v’ et w = w', ce qu'il fallait démontrer. 

— Supposons que tout u € E se décompose de manière unique et montrons E =F G. 

— Montrons FNG = {0x}. Si u € FNG, il peut s'écrire des deux manières suivantes comme somme 
d’un élément de F et d’un élément de G : 


u=0g+u et u=u+Org. 


Par l’unicité de la décomposition, u = 0g. 
— Montrons F +G = E. Il n’y rien à prouver, car par hypothèse tout élément u se décompose en 
u=v+w,avecveFetweG. 


Exemple 224 


1. Soient F = {(x, 0) € R? |xE R} et G = {(0, y) € R2 |yER}. 
Montrons que F &G = R?. La première façon de le voir est que l’on a clairement F nG = 
{(0,0)} et que, comme (x, y) = (x,0)+ (0, y), alors F +G = R?. Une autre façon de le voir est 
d'utiliser la proposition 113, car la décomposition (x, y) =(x,0)+ (0, y) est unique. 


2. Gardons F et notons G = {(x,x) € R?|xe R}. Montrons que l’on a aussi F ẹ G” = R2: 
(a) Montrons F nG” = {(0,0)}. Si (x,y)€ F nG” alors d’une part (x, y) € F donc y = 0, et 
aussi (x, y) € G” donc x = y. Ainsi (x, y) = (0,0). 
(b) Montrons F +G" = RÊ. Soit u = (x, y) € R2. Cherchons v € F et w € G' tels que u =v +w. 
Comme v = (x1, y1) € F alors yı = 0, et comme w = (x2, y2) € G” alors x2 = y2. Il s’agit 
donc de trouver x1 et x2 tels que 


(x,y) = (x1,0) + (x2, x2). 
Donc (x, y) = (x1 +x2,x2). Ainsi x = x1 + x2 et y = x2, d’où xı = x — y et x2 = y. On trouve 
bien 
(x,y) =(x-y,0)+(y,y), 
qui prouve que tout élément de R? est somme d’un élément de F et d’un élément de 
G! 
3. De façon plus générale, deux droites distinctes du plan passant par l’origine forment 
des sous-espaces supplémentaires. 
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Exemple 225 


Est-ce que les sous-espaces vectoriels F et G de R? définis par 
F={(x,y,2)ER°|x-y-2=0} et G={(x,y,2)ER° |y=2=0} 


sont supplémentaires dans R°? 


1. Il est facile de vérifier que F NG = {0}. En effet si l'élément u = (x,y,z) appartient à 
l'intersection de F et de G, alors les coordonnées de u vérifient : x—y—2 = 0 (car u 
appartient à F), et y = z = 0 (car u appartient à G), donc u = (0,0, 0). 

2. Il reste à démontrer que F +G =R. 

Soit donc u = (x,y,z) un élément quelconque de R? ; il faut déterminer des éléments v 
de F et w de G tels que u =v +w. L'élément v doit être de la forme v = (y1 +21,y1,21) 
et l'élément w de la forme w = (x2,0,0). On a u =v +w si et seulement si y1 = y, Z1 =Z, 
x2=x—7y—2. On a donc 


(x,y,2)=(y+2,y,2)+(x—7y—2,0,0) 


avec v =(y+2,7,z) dans F et w =(x-7y-—2,0,0) dans G. 


Conclusion : F @G =R. 
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Dans le R-espace vectoriel Z(R,R) des fonctions de R dans R, on considère le sous-espace 
vectoriel des fonctions paires Z et le sous-espace vectoriel des fonctions impaires J. Montrons 
que Ze I = F(R,R). 
1. Montrons PN I = {0 FRR). 
Soit f e ZPN I, c'est-à-dire que f est à la fois une fonction paire et impaire. Il s’agit de 
montrer que f est la fonction identiquement nulle. Soit x € R. Comme f(-x) = f(x) (car f 
est paire) et f(—x) = -f (x) (car f est impaire), alors f(x) = -f (x), ce qui implique f(x) = 0. 
Ceci est vrai quel que soit x € R; donc f est la fonction nulle. Ainsi ZN I = {0 zR pR). 
2. Montrons P + I = F(R,R). 
Soit f € F(R,R). Il s’agit de montrer que f peut s'écrire comme la somme d’une fonction 
paire et d’une fonction impaire. 
Analyse. Si f = g+h, avec g € P, h € J, alors pour tout x, d’une part, (a) f(x) = g(x)+h(x), 
et d'autre part, (b) f(-x) = g(—x) + h(—x) = g(x) — h(x). Par somme et différence de (a) et 
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(b), on tire que 


_ f+ fx) ai ra e a 


g(x) 3 z 


Synthèse. Pour f € F(R,R), on définit deux fonctions g,h par g(x) = doia et h(x) = 
C Alors d’une part f(x) = g(x)+ h(x) et ďautre part g € P (vérifier g(—x) = g(x)) 
et h € J (vérifier h(—x) = -h(x)). Bilan : Z + I = F(R,R). 


En conclusion, Z et J sont en somme directe dans F(R,R) : Z I = F(R,R). Notez que, 
comme le prouvent nos calculs, les g et h obtenus sont uniques. 


5.3. Sous-espace engendré 


Théorème 64. Théorème de structure de l’ensemble des combinaisons linéaires 


Soit {v1,..., Un} un ensemble fini de vecteurs d’un K-espace vectoriel E. Alors : 
— L'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs {v1,...,v,} est un sous-espace vec- 
toriel de E. 


— C’est le plus petit sous-espace vectoriel de E (au sens de l'inclusion) contenant les 


vecteurs U1,...,Un. 


Notation. Ce sous-espace vectoriel est appelé sous-espace engendré par v;,...,v, et est noté 
Vect(v1,...,v,). On a donc 


u € Vect(v1,...,un) > ilexiste A1,...,1, EK tels que u=Ajui+:--+Anur 


Remarque 


— Dire que Vect(v1,...,vh) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant les vec- 
teurs v1,...,Un signifie que si F est un sous-espace vectoriel de E contenant aussi les 
vecteurs V1,...,Un alors Vect(v1,...,Un) CF. 

— Plus généralement, on peut définir le sous-espace vectoriel engendré par une partie V 
quelconque (non nécessairement finie) d’un espace vectoriel : VectY est le plus petit 
sous-espace vectoriel contenant V. 


Exemple 227 


1. E étant un K-espace vectoriel, et u un élément quelconque de E, l’ensemble Vect(u) = 
{Au | A € K} est le sous-espace vectoriel de E engendré par u. Il est souvent noté Ku. Si 
u n’est pas le vecteur nul, on parle d’une droite vectorielle. 


K = Vect(u) 
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Vect(u,v) 


2. Si u et v sont deux vecteurs de E, alors Vect(u,v) = {Au +v |À, HE K}. Si u et v ne sont 
pas colinéaires, alors Vect(u,v) est un plan vectoriel. 


1 1 
3. Soient u = (i) etv= (2) deux vecteurs de R?. Déterminons 2 = Vect(u,v). 


(>) € Vect(u,v) = y) = Au + pv pour certains A, u € R 
= (J-a) 
x = A+H 
= y = À+2u 
z = À+3u 


Nous obtenons bien une équation paramétrique du plan Z passant par l’origine et 
contenant les vecteurs u et v. On sait en trouver une équation cartésienne : (x — 2y +z = 
0). 


Exemple 228 


Soient E l’espace vectoriel des applications de R dans R et fo, f1, f2 les applications définies 
par : 
VxeR  fotx)=1, f1(x)=x et fax) = x?. 


Le sous-espace vectoriel de E engendré par {f0,f1,f2} est l’espace vectoriel des fonctions 
polynômes f de degré inférieur ou égal à 2, c’est-à-dire de la forme f(x) = ax? +bx+c. 


Méthodologie. On peut démontrer qu’une partie F d’un espace vectoriel E est un sous-espace 
vectoriel de E en montrant que F est égal à l’ensemble des combinaisons linéaires d’un nombre 
fini de vecteurs de E. 


Exemple 229 


Est-ce que F = {(x, y,z) € R$|x—y-—2= 0} est un sous-espace vectoriel de Rè? 
Un triplet de R est élément de F si et seulement si x = y +z. Donc u est élément de F si et 
seulement s’il peut s'écrire u = (y +z, y,z). Or, on a légalité 


(y+2,7,2) = y(1,1,0)+2(1,0,1). 


Donc F est l’ensemble des combinaisons linéaires de {(1,1,0),(1,0, 1)}. C’est le sous-espace 
vectoriel engendré par {(1,1,0),(1,0, 1)} : F = Vect{(1,1,0),(1,0, 1)}. C’est bien un plan vectoriel 
(un plan passant par l’origine). 
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Démonstration Preuve du théorème 64 


1. On appelle F l’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs {v1,..., Un}. 
(a) Og € F car F contient la combinaison linéaire particulière Ov +---+Ov,. 


(b) Si u,v € F alors il existe À1,...,1, € K tels que u = Ajui +-+: + Anvh et U1,..., Un € K tels que 
U = U1V1 +: +UnUn. On en déduit que u +v = (A1 +u1)u1 +---+(An + Un)Un appartient bien à F. 


(c) De même, A -u =(AZli)u1 +---+(Al,)v, EF. 
Conclusion : F est un sous-espace vectoriel. 


2. Si G est un sous-espace vectoriel contenant {v:1,...,v,}, alors il est stable par combinaison li- 
néaire ; il contient donc toute combinaison linéaire des vecteurs {v1,...,Un}. Par conséquent F 
est inclus dans G : F est le plus petit sous-espace (au sens de l'inclusion) contenant {v1,..., Un}. 


5.4. Mini-exercices 


1. Trouver des sous-espaces vectoriels distincts F et G de R tels que 
(a) F+G=R et FnG # {0}; 
b) F+G#R et FnG={0}; 
(c) F+G=R et FNG ={0}; 
(d) F+G#R? et F nG # {0}. 
2. Soient F = {(x,y,z)€ R? |x + y +z =0} et G = Vect{(1,1,1)} CR. 
(a) Montrer que F est un espace vectoriel. Trouver deux vecteurs u,v tels que F = Vect(u,v). 
(b) Calculer F nG et montrer que F +G =R. Que conclure ? 
3. Soient A = (4 2), B = (29), C = (2 £), D = (2 9) des matrices de M2(R). 
(a) Quel est l’espace vectoriel F engendré par A et B ? Idem avec G engendré par C et D. 


(b) Calculer F NG. Montrer que F + G = Ma(R). Conclure. 


6. Application linéaire (début) 


6.1. Définition 
Nous avons déjà rencontré la notion ď’application linéaire dans le cas f : RP — R” (voir le chapitre 
« L'espace vectoriel R” »). Cette notion se généralise à des espaces vectoriels quelconques. 
Définition 109 


Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Une application f de E dans F est une application 
linéaire si elle satisfait aux deux conditions suivantes : 


1. f(u+v)= f(u)+ f(v), pour tous u,v €E; 
2. f(A-u)=A- f(u), pour tout u € E et tout 1e K. 


Autrement dit : une application est linéaire si elle « respecte » les deux lois d’un espace vectoriel. 


Notation. L'ensemble des applications linéaires de E dans F est noté Z(E,F). 
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6.2. Premiers exemples 


Exemple 230 
L'application f définie par 
f: R — R 
(x,y,z) = (—2x,y+3z) 


est une application linéaire. En effet, soient u = (x,y,z) et v = (x', y',z') deux éléments de R 
et À un réel. 


futu) = f(x+x',y+y,2+21) fA:u) = f(Ax,Ay,Az2) 
= (-2x+x),y+9 +8(2+2/)) a = (—24Ax,Ay+3Az) 
= (—2x,y+32z)+(—2x',y'+3z') = À:(-2x,y +32) 


Il 
Il 


f(u)+ f(v) À: f(u) 


Toutes les applications ne sont pas des applications linéaires ! 


Exemple 231 


Soit f : R — R l'application définie par f(x) = x. On a f(1) = 1 et f(2) = 4. Donc f(2) Z 2- f(1). 
Ce qui fait que l’on n’a pas légalité f(Ax) = Af (x) pour un certain choix de A,x. Donc f n’est 
pas linéaire. Notez que l’on n’a pas non plus f(x + x") = f(x) + f(x!) dès que xx’ Z 0. 


Voici d’autres exemples d'applications linéaires : 
1. Pour une matrice fixée A € M, ,(R), l'application f : RP — R” définie par 


f(X) = AX 


est une application linéaire. 


2. L'application nulle, notée 0 (£ F) : 


f:E—F f(u)=0r pour tout ue E. 
3. L'application identité, notée idg : 


f:E — E f(u)=u pour tout u € E. 
6.3. Premières propriétés 


Proposition 114 


Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Si f est une application linéaire de E dans F, alors : 


zT f(0g£)=0F, 
- f(—u)= -f (u), pour tout u € E. 


Démonstration 


Il suffit d'appliquer la définition de la linéarité avec À = 0, puis avec À = —1. 


Pour démontrer qu’une application est linéaire, on peut aussi utiliser une propriété plus « concen- 
trée », donnée par la caractérisation suivante : 
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Proposition 115. Caractérisation d’une application linéaire 


Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f une application de E dans F. L'application f est 
linéaire si et seulement si, pour tous vecteurs u et v de E et pour tous scalaires 1 et u de K, 


f(u + w) = Afu) + uf ©). j 


Plus généralement, une application linéaire f préserve les combinaisons linéaires : pour tous 


À1,..., An EK et tous v1,...,Un EE, ona 


fAivi t: + Anvn) = A1f oi) ++ Anf (Un). 


Démonstration 


— Soit f une application linéaire de E dans F. Soient u,v € E, À,u € K. En utilisant les deux 
axiomes de la définition, on a 


fu + uv) = fu) + f(u) = Af(u) + uf 0). 


- Montrons la réciproque. Soit f : E — F une application telle que f (Au + uv) = Af (u) + uf (v) (pour 
tous u,v € E, A, u € K). Alors, dune part f(u + v) = f(u)+ f(v) (en considérant le cas particulier 
où A = u = 1), et d'autre part f(Au) = Af(u) (cas particulier où u = 0). 


Vocabulaire. 
Soient E et F deux K-espaces vectoriels. 
— Une application linéaire de E dans F est aussi appelée morphisme ou homomorphisme 
d'espaces vectoriels. L'ensemble des applications linéaires de E dans F est noté Z(E ,F). 
— Une application linéaire de E dans E est appelée endomorphisme de E. L'ensemble des 
endomorphismes de E est noté Z(E). 


6.4. Mini-exercices 
Montrer que les applications suivantes f; : R? — R? sont linéaires. Caractériser géométriquement 
ces applications et faire un dessin. 
1. fi, y)= (x, 7); 
2. falx, y) = (3x,3y); 
3. falx, y) = (x, -y); 
4. falx, y) =(-x, y); 
5. f5(x, y) = (x- žy, Lx + V3 y). 


7. Application linéaire (milieu) 


7.1. Exemples géométriques 


Symétrie centrale. 
Soient E un K-espace vectoriel. On définit l'application f par : 


f est linéaire et s'appelle la symétrie centrale par rapport à l’origine 0g. 
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filu)=A-+u 


Homothétie. 
Soient E un K-espace vectoriel et A € K. On définit l’application f3 par : 


fa:E — E 
u > Àu 


fa est linéaire. f} est appelée homothétie de rapport 1. 
Cas particuliers notables : 

— A= 1, fı est l'application identité ; 

— À =0, fı est lapplication nulle ; 

— À = -1, on retrouve la symétrie centrale. 
Preuve que f} est une application linéaire : 


fatau + Bu) = Alau + Bu) = a(Au) + B(Av) = a fiu) + Bfa(v). 


Projection. 

Soient E un K-espace vectoriel et F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E, 
c'est-à-dire E = F ẹ G. Tout vecteur u de E s'écrit de façon unique u =v +w avec v E F et w E€ G. La 
projection sur F parallèlement à G est l'application p : E — E définie par p(u)=v. 


— Une projection est une application linéaire. 
En effet, soient u,u' € E, A, u€ K. On décompose u et u' en utilisant que E =F8G:u=v+uw, 
u'=v'+w' avec v,v' € F, w,w' € G. Commençons par écrire 


Au + u’ = Av + w) + uv’ + w’) = (Av + uv’) + (Aw + uw’). 
Comme F et G sont des un sous-espaces vectoriels de E, alors Av + w’ € F et Aw + uw' €G. 
Ainsi : 


pu + uu’) = Av + pu’ = Ap(u)+up(u'). 
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- Une projection p vérifie l'égalité p? = p. 
Note : p? = p signifie pop = p, c'est-à-dire pour tout u € E : p(p{u)) = p(u). Il s’agit juste de 
remarquer que si v € F alors p(v) = v (car v = v +0, avec v € F et 0 € G). Maintenant, pour 
u€E,onau=v+w avec v €F et w €G. Par définition p(u) = v. Mais alors p(p(u)) = pv) =v. 
Bilan : po p(u)=v = p(u). Donc pop =p. 


Exemple 232 
Nous avons vu que les sous-espaces vectoriels F et G de R définis par 
F= {(x,y,z)ER?|x-y-z=0} et G= {(x,y,z)ER?|y=z=0} 
sont supplémentaires dans R? : R? = F eG (exemple 225). Nous avions vu que la décomposition 
s'écrivait : 
(x,y,z) =(y+z,y,z)+(x-— y- z,0,0). 


Si p est la projection sur F parallèlement à G, alors on a p(x, y,z)=(y+z,y,z). 


G 


(x, y,2) 


Exemple 233 


Nous avons vu dans l’exemple 226 que l’ensemble des fonctions paires Z et l’ensemble des 
fonctions impaires J sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans Z(R,R). Notons 
p la projection sur Z parallèlement à .7. Si f est un élément de Z(R,R), on a p(f) = g où 


g:R > R 
f(x) + f(x) 
BE A 


7.2. Autres exemples 


1. La dérivation. Soient E = €!(R,R) l’espace vectoriel des fonctions f : R — R dérivables avec 
f! continue et F = €(R,R) l’espace vectoriel des fonctions continues. Soit 
d:'@UR,R) — ÆUR,R) 
f — À 
Alors d est une application linéaire, car (Af + ug) = Af' + ug' et donc d(Af + ug) = Ad(f)+ 
ud(8). 
2. L'intégration. Soient E = @Ÿ(R,R) et F = &!{(R,R). Soit 
L:'EURR) — ELR, R) 
fœ) —  fj f@)dt 


L'application I est linéaire car fý (Af (t) + ug(t)) dt = A f FŒ) dt + u fo g(t) dt pour toutes 
fonctions f et g et pour tous A, u € R. 
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3. Avec les polynômes. 


Soit E = R [X] l’espace vectoriel des polynômes de degré < n. Soit F = Rn+1[X] et soit 


f: E — F 
P(X) — XP(X) 
Autrement dit, si P(X) =anX” +---+a1X +ao, alors f(P(X)=anX"*l+...+a1X?+a0X. 
C’est une application linéaire : f(AP(X)+uQ(X)) = AXP(X)+uXQ(X)=Af(P(X)+uf(Q(X)). 
4. La transposition. 


Considérons ľapplication T de M,(K) dans M, (K) donnée par la transposition : 


T:M,(K) — M,{K) 
A — AT 


T est linéaire, car on sait que pour toutes matrices A,B € M,(K) et tous scalaires À,ue K : 
(AA + uB)? = (AA)T + (uB)! = AAT + uBT. 
5. La trace. 


tr:M,(K) — K 
A — trA 


est une application linéaire car tr(1A + uB) = AtrA + utr B. 


7.3. Mini-exercices 


1. Les applications suivantes sont-elles linéaires ? 
(a) R— R, x—3x-2 
(b) RÉ—R, (x,y,x, y) — xx +y y 
(© EARR —R, f— fa) 
(d) EUR, R) — ER, R), f—f'+f 
(e) %0,1, —R, f— ff) dt 
(D E0, 1,R)— R, f — maxsejo,1 f(x) 
(2) REX] — Rs[X], P(X)— P(X +1) -P(0) 


2. Soient f,g : Mn (R) — M,(R) définies par A — Ara! et A — A, Montrer que f et g sont 
des applications linéaires. Montrer que f(A) est une matrice symétrique, g(A) une matrice 


antisymétrique et que À = f(A)+g(A). En déduire que les matrices symétriques et les 
matrices antisymétriques sont en somme directe dans M,(R). Caractériser géométriquement 
f et g. 


8. Application linéaire (fin) 


8.1. Image d’une application linéaire 


Commençons par des rappels. Soient E et F deux ensembles et f une application de E dans F. 
Soit À un sous-ensemble de E. L'ensemble des images par f des éléments de À, appelé image 
directe de À par f, est noté f(A). C’est un sous-ensemble de F. On a par définition : 


FA) = {f(x)lx e A}. 
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Dans toute la suite, E et F désigneront des K-espaces vectoriels et f : E — F sera une application 
linéaire. 


f(E) s'appelle l’image de l'application linéaire f et est noté Im f. 


Proposition 116. Structure de l’image d’un sous-espace vectoriel 


1. Si E’ est un sous-espace vectoriel de E, alors f(E’) est un sous-espace vectoriel de F. 


2. En particulier, Im f est un sous-espace vectoriel de F. 


Remarque 


On a par définition de l’image directe f(E) : 
f est surjective si et seulement si Imf =F. 


Démonstration 


Tout d’abord, comme 0g € E' alors Or = f (0g) € f(E"). Ensuite on montre que pour tout couple (y1, y2) 
d'éléments de f(E') et pour tous scalaires À, u, l'élément Ayı + uy2 appartient à f(E"). En effet : 


y1 € fŒ") > 2x1 €, f(x1) = yı 
yg € f(E’) <> Ix € E', f (x2) = yo. 


Comme f est linéaire, on a 
Ayı + uy2 = Af (x1) + uf (x2) = f(Ax1 + ux2). 


Or Axı + uxo est un élément de E', car E' est un sous-espace vectoriel de E, donc Ay1 + y2 est bien un 
élément de f(E’). 


8.2. Noyau d’une application linéaire 


Définition 110. Définition du noyau 


Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F. Le noyau 
de f, noté Ker(f), est l’ensemble des éléments de E dont l’image est Op : 


Ker(f)={xeE | f(x) =0r} j 


Autrement dit, le noyau est l’image réciproque du vecteur nul de l’espace d'arrivée : Ker(f) = 


f Ori. 


Proposition 117 


Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F. Le noyau 


de f est un sous-espace vectoriel de E. 
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Démonstration 


Ker(f) est non vide car f(0g) = 0p donc Og € Ker(f). Soient x1,x2 € Ker(f) et À, € K. Montrons que 
Axı + uxo est un élément de Ker(f). On a, en utilisant la linéarité de f et le fait que x1 et x2 sont des 
éléments de Ker(f) : f(Ax1 + ux2) = Af (x1) + uf (x2) = A0p + OF = OF. 


Exemple 234 
Reprenons l’exemple de l’application linéaire f définie par 


f: R > R 
(x,y,z) = (-2x,y+382) 


— Calculons le noyau Ker(f). 


(x, y,2) € Ker(f) f(x, y,z) = (0,0) 


— 
<=> (-—2x,7 +32) = (0,0) 
—2x = 0 
< 
y+3z = 0 
— (x,y,z)=(0,-3z,z) zeR 
Donc Ker(f) = {(0,-3z,z) | z € R}. Autrement dit, Ker(f) = Vect{(0,-3,1)} : c’est une 


droite vectorielle. 
- Calculons l’image de f. Fixons (x', y’) € R2. 


(x,y) = f(x,y,z) = (-2x,y+3z)=(x', y") 
-2x = x 
| y+3z = y 
On peut prendre par exemple x = -E, y! = y, z = 0. Conclusion : pour n'importe quel 
(x! y) ER, on a FE, 31,0) = (x, y"). Donc Im(f) = RÈ, et f est surjective. 


Exemple 235 


Soit À € M, p(R). Soit f : RP — R” l'application linéaire définie par f(X) = AX. Alors Ker(f) = 
{X ERP | AX = 0} : c’est donc l’ensemble des X € R? solutions du système linéaire homogène 
AX =0. On verra plus tard que Im(f) est l’espace engendré par les colonnes de la matrice A. 


Le noyau fournit une nouvelle façon d'obtenir des sous-espaces vectoriels. 
Exemple 236 


Un plan Z passant par l’origine, d’équation (ax + by + cz = 0), est un sous-espace vectoriel 
de RÌ. En effet, soit f : Rè — R l'application définie par f(x,y,z) = ax + by + cz. Il est facile 
de vérifier que f est linéaire, de sorte que Ker f = {(x, y,2) ER |ax+by+cz= 0} = P est un 
sous-espace vectoriel. 
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Exemple 237 


Soient E un K-espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vectoriels de E, supplémentaires : 
E = F ẹG. Soit p la projection sur F parallèlement à G. Déterminons le noyau et l’image de 


P. 


Un vecteur u de E s'écrit dune manière unique u =v +w avec v € F et w € G et par définition 


plu)=v. 
— Ker(p)=G : le noyau de p est l’ensemble des vecteurs u de E tels que v = 0, c’est donc 
G. 
— Im(p) =F. Il est immédiat que Im(p) c F. Réciproquement, si u € F alors p(u)= u, donc 
F c Im(p). 
Conclusion : 


Ker(p)=G et Im(p)=F. 


Théorème 65. Caractérisation des applications linéaires injectives 


Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F. Alors : 


f injective <= Ker(f)= {0p} 


Autrement dit, f est injective si et seulement si son noyau ne contient que le vecteur nul. En 
particulier, pour montrer que f est injective, il suffit de vérifier que : 
si f(x) = Or alors x = 0g. 


Démonstration 


— Supposons que f soit injective et montrons que Ker(f) = {0g}. Soit x un élément de Ker(f). On 
a f(x) = 0r. Or, comme f est linéaire, on a aussi f (0g) = 0p. De légalité f(x) = f (0g), on déduit 
x= 0g car f est injective. Donc Ker(f) = {0g}. 

— Réciproquement, supposons maintenant que Ker(f) = {0g}. Soient x et y deux éléments de E 
tels que f(x) = f(y). On a donc f(x) — f(y) = 0p. Comme f est linéaire, on en déduit f(x- y) = 0p, 
c’est-à-dire x — y est un élément de Ker(f). Donc x — y = Op, soit x = y. 


Exemple 238 


Considérons, pour n > 1, l'application linéaire 


f :RalX] =r Rn+1[X] 
P(X) — X-P(X). 


Étudions d’abord le noyau de f : soit P(X)=an X” +---+a1X +a0€R,[X1] tel que X -P(X)=0. 
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Alors 
n+1 2 2 
anX" +-..+aiX"+aoX =0. 


Ainsi, a; = 0 pour tout i € {0,...,n} et donc P(X) = 0. Le noyau de f est donc nul : Ker(f) = {0}. 
L'espace Im(f) est l’ensemble des polynômes de R;,:1LX] sans terme constant : Im(f) = 
Vect{X,X2,...,x"th, 

Conclusion : f est injective, mais n’est pas surjective. 


8.3. L'espace vectoriel Z(E,F) 


Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Remarquons tout d’abord que, similairement à l'exemple 
211, l’ensemble des applications de E dans F, noté F (E,F), peut être muni d’une loi de composition 
interne + et d’une loi de composition externe, définies de la façon suivante : f,g étant deux 
éléments de F(E,F), et À étant un élément de K, pour tout vecteur u de E, 


(f + g)(u) = f(u)+ g(u) et (A-fXu)=Af(u). 


Proposition 118 


L'ensemble des applications linéaires entre deux K-espaces vectoriels E et F, noté Z(E,F), 


muni des deux lois définies précédemment, est un K-espace vectoriel. 


Démonstration 


L'ensemble Z(E,F) est inclus dans le K-espace vectoriel F(E,F). Pour montrer que Z(E,F) est un 
K-espace vectoriel, il suffit donc de montrer que Z(E,F) est un sous-espace vectoriel de F(E,F) : 
— Tout d’abord, l’application nulle appartient à Z(E,F). 
— Soient f,g € P(E,F), et montrons que f + g est linéaire. Pour tous vecteurs u et v de E et pour 
tous scalaires à, p de K, 


(f+gXau+pv) =  flau+pBv)+g(au + pv) (définition de f + g) 
=  af(u)+/Bf(v)+ ag(u) + Bg(v) (inéarité de f et g) 
= a(f(u)+g(u))+B(f(v)+g(v)) (propriétés des lois de F) 
= af +g)(u) + B(f + gXv) (définition de f +g) 


f +g est donc linéaire et Z(E,F) est stable pour l’addition. 
— Soient f € Z(E,F), A €K, et montrons que Af est linéaire. 


QAf)(au + Bv) = Af(au+fBv) (définition de Af) 
= A(af(u)+Bf(v)) (linéarité de f) 
= af(u)+BAf(v) (propriétés des lois de F) 
=  a({f)(u)+BQAfv) (définition de Af) 


Af est donc linéaire et Z(E,F) est stable pour la loi externe. 
?(E,F) est donc un sous-espace vectoriel de F(E,F). 


En particulier, Z(E) est un sous-espace vectoriel de Z(E,E). 


8.4. Composition et inverse d'applications linéaires 
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Proposition 119. Composée de deux applications linéaires 


Soient E,F,G trois K-espaces vectoriels, f une application linéaire de E dans F et g une 


application linéaire de F dans G. Alors go f est une application linéaire de E dans G. 


Remarque 


En particulier, le composé de deux endomorphismes de E est un endomorphisme de E. Autre- 
ment dit, o est une loi de composition interne sur Z(E). 


Démonstration 


Soient u et v deux vecteurs de E, et a et p deux éléments de K. Alors : 


(gofXau+Bv) = g(f(au+Bv)) (définition de gof) 
= g(af(u)+Bf(v)) (inéarité de f) 
= ag(f(u)+ Be(f)) (linéarité de g) 
= a(gofXu)+ pgo fv) (définition de go f) 


La composition des applications linéaires se comporte bien : 


golfi+ fə =gofi+gof2 (&1+g2)of =giıof+g20f  (Ag)of=g°o(Af)=Agof) 


Vocabulaire. 
Soient E et F deux K-espaces vectoriels. 
— Une application linéaire bijective de E sur F est appelée isomorphisme d'espaces vectoriels. 
Les deux espaces vectoriels E et F sont alors dits isomorphes. 
— Un endomorphisme bijectif de E (c’est-à-dire une application linéaire bijective de E dans E) 
est appelé automorphisme de E. L'ensemble des automorphismes de E est noté GL(E). 


Proposition 120. Linéarité de ľapplication réciproque d’un isomorphisme 


Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Si f est un isomorphisme de E sur F, alors ft est 


un isomorphisme de F sur E. 


Démonstration 


Comme f est une application bijective de E sur F, alors f™1 est une application bijective de F sur E. 
Il reste donc à prouver que f~t est bien linéaire. Soient u’ et v' deux vecteurs de F et soient a et B 
deux éléments de K. On pose f~+(u')= u et f+’) =v, et on a alors f(u) =u’ et f(v) = v'. Comme f est 
linéaire, on a 


fiau! + pv’) = f7! (afu) + Bf(v)) = f7! (flau + Bu)) = au + Bu 


car f-lof =idg (où idg désigne lapplication identité de E dans E). Ainsi 
fiau’ + puh) =af Uu')+B6f WU), 


et f7! est donc linéaire. 
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Exemple 239 


Soit f : R? — R? définie par f(x, y) = (2x + 3y,x + y). Il est facile de prouver que f est linéaire. 
Pour prouver que f est bijective, on pourrait calculer son noyau et son image. Mais ici nous 
allons calculer directement son inverse : on cherche à résoudre f(x, y) = (x, y'). Cela corres- 
pond à l'équation (2x +3y,x + y) = (x', y') qui est un système linéaire à deux équations et deux 
inconnues. On trouve (x, y) = (—x' + 3y',x' — 2y'). On pose donc ftx", y") =(-x' +3y',x' — 2y"). 
On vérifie aisément que f~! est l'inverse de f, et on remarque que f~! est une application 


linéaire. 


Exemple 240 


Plus généralement, soit f : R” — R” l’application linéaire définie par f(X) = AX (où A est 
une matrice de M, (R)). Si la matrice A est inversible, alors f-! est une application linéaire 
bijective et est définie par f 71X) = A™1X. 

Dans l'exemple précédent, 


8.5. Mini-exercices 


1. Soit f : R? — R définie par f(x,y,z) = (—x,y + z,2z). Montrer que f est une application 
linéaire. Calculer Ker(f) et Im(f). f admet-elle un inverse ? Même question avec f(x,y,z) = 
(x-y,x+y,y). 

2. Soient E un espace vectoriel, et F,G deux sous-espaces tels que E = F ẹ G. Chaque u € E 
se décompose de manière unique u = v +w avec v € F, w € G. La symétrie par rapport à 
F parallèlement à G est lľapplication s : E — E définie par s(u) = v — w. Faire un dessin. 
Montrer que s est une application linéaire. Montrer que s? = idg. Calculer Ker(s) et Im(s). s 
admet-elle un inverse ? 


3. Soit f : R [LX] — R [X] définie par P(X)- P"(X) (où P” désigne la dérivée seconde). Montrer 
que f est une application linéaire. Calculer Ker(f) et Im(f). f admet-elle un inverse? 
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Exercices ¢ Espaces vectoriels de dimension finie 


Les espaces vectoriels qui sont engendrés par un nombre fini de vecteurs sont appelés espaces 
vectoriels de dimension finie. Pour ces espaces, nous allons voir comment calculer une base, c’est- 
à-dire une famille minimale de vecteurs qui engendrent tout l’espace. Le nombre de vecteurs dans 


une base s’appelle la dimension et nous verrons comment calculer la dimension des espaces et des 
sous-espaces. 


1. Famille libre 


1.1. Combinaison linéaire (rappel) 


Soit E un K-espace vectoriel. 


Définition 111 


Soient v1,V2,...,Up, P > 1 vecteurs d’un espace vectoriel E. Tout vecteur de la forme 
u = jui + Aovo ++ ÅpUp 


(où 11,42,...,1, sont des éléments de K) est appelé combinaison linéaire des vecteurs 
U1,U2,...,Up. a Les scalaires 41,42, ..., Ap sont appelés coefficients de la combinaison linéaire. 


1.2. Définition 
Définition 112 


Une famille {v1,v2,...,Up} de E est une famille libre ou linéairement indépendante si 
toute combinaison linéaire nulle 


Avi +lovo ++ App = 0 
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est telle que tous ses coefficients sont nuls, c’est-à-dire 
A1=0 A2=0 ... Ap=0. 


Dans le cas contraire, c’est-à-dire s’il existe une combinaison linéaire nulle à coefficients non tous 
nuls, on dit que la famille est liée ou linéairement dépendante. Une telle combinaison linéaire 
s'appelle alors une relation de dépendance linéaire entre les vj. 


. Premiers exemples 


Pour des vecteurs de R”, décider si une famille {v1,...,v)} est libre ou liée revient à résoudre un 
système linéaire. 


Exemple 241 


Dans le R-espace vectoriel R?, considérons la famille 


1\ f4\ f2 
21,151,|[1 
3] \6} \0 


On souhaite déterminer si elle est libre ou liée. On cherche des scalaires (11, 22, À3) tels que 


mhg) =aa() a(i) = (8) 


ce qui équivaut au système : 


A1 + 4 + 23 = 0 
2: + 52 + A3 = 0 
311 + 64 = 0 


On calcule (voir un peu plus bas) que ce système est équivalent à : 
A — 23 = 0 
22 + À3 0 


Ce système a une infinité de solutions et en prenant par exemple À3 = 1 on obtient À1 = 2 et 


A2 = —1, ce qui fait que 


1 4 2 0 
2|2|-|5|+]|1|=10]. 
3 6 0 0 


La famille 
1\ /4\ f2 
21,15{,11 
3] \6} \0 


est donc une famille liée. 
Voici les calculs de la réduction de Gauss sur la matrice associée au système : 


1 4 2 1 4 2 1 4 2 1 4 2 1 0 -2 
2 5 1j~|0 -3 -3|-10 -3 -3|-10 1 1|-10 1 1 
3 6 0 0 -6 -6 0 0 0 0 0 0 00 0 
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Exemple 242 


1 2 2 
Soient vı = (1), V9 = (á), U3 = (i). Est-ce que la famille {v1,v2,v3} est libre ou liée ? Résolvons 


le système linéaire correspondant à léquation A1v1 + A2v2 + Asus = 0 : 


A1 + 242 + 213 = 0 
A — 2 + 43 0 
A + A3 = 0 


On résout ce système et on trouve comme seule solution À1 = 0, A2 = 0, A3 = 0. La famille 
{v1,v2,v3} est donc une famille libre. 


Exemple 243 
2 1 7 

Soient U1 = (a) V9 = | 2 | et v3 = (a) Alors {v1,v2,u3} forme une famille liée, car 
3 -1 8 


3v1 + v2 — v3 =0. 


1.4. Autres exemples 


Exemple 244 


Les polynômes P1(X) = 1-X,Pə(X)=5 +3X-2X?2 et P3(X) = 1+3X — X? forment une famille 
liée dans l’espace vectoriel RIX], car 


3Pı(X)- Pa(X) +2P3(X) = 0. 


Exemple 245 


Dans le R-espace vectoriel Z(R,R) des fonctions de R dans R, on considère la famille {cos, sin}. 
Montrons que c’est une famille libre. Supposons que l’on ait Acos +usin = 0. Cela équivaut à 


VxeR A cos(x) + usin(x) = 0. 


En particulier, pour x = 0, cette égalité donne À = 0. Et pour x = 3, elle donne y = 0. Donc 
la famille {cos, sin} est libre. En revanche la famille {cos?,sin?, 1} est liée car on a la relation 
de dépendance linéaire cos? +sin? —1 = 0. Les coefficients de dépendance linéaire sont À1 = 
1,49 = 1,13 = -1. 


1.5. Famille liée 


Soit E un K-espace vectoriel. Si v Z 0, la famille à un seul vecteur {v} est libre (et liée si v = 0). 
Considérons le cas particulier d’une famille de deux vecteurs. 
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Proposition 121 


La famille {v:,v2} est liée si et seulement si v est un multiple de v2 ou v2 est un multiple de 


U1. 


Ce qui se reformule ainsi par contraposition : « La famille {v1,v2} est libre si et seulement si vı 
n’est pas un multiple de v2 et v2 n’est pas un multiple de v1. » 


Démonstration 


— Supposons la famille {v1, v2} liée, alors il existe A1,A2 non tous les deux nuls tels que Ajvi+Aov2 = 
0. Si c’est A1 qui n’est pas nul, on peut diviser par 11, ce qui donne v1 = — vo et vı est un multiple 
de və. Si c’est À2 qui n’est pas nul, alors de même v9 est un multiple de v1. 

— Réciproquement, si vı est un multiple de v2, alors il existe un scalaire u tel que vı = uv, soit 
lui +(—ujv2 = 0, ce qui est une relation de dépendance linéaire entre v1 et v2 puisque 1 #0 : la 
famille {v1, v2} est alors liée. Même conclusion si c’est v2 qui est un multiple de v1. 


Généralisons tout de suite cette proposition à une famille d’un nombre quelconque de vecteurs. 


Théorème 66 


Soit E un K-espace vectoriel. Une famille F = {v1,v2,...,v,} de p > 2 vecteurs de E est une 


famille liée si et seulement si au moins un des vecteurs de F est combinaison linéaire des 
autres vecteurs de F. 


Démonstration 


C’est essentiellement la même démonstration que ci-dessus. 
— Supposons d’abord F liée. Il existe donc une relation de dépendance linéaire 


Avi +Å2V2 +++ App = 0, 


avec Az 0 pour au moins un indice k. Passons tous les autres termes à droite du signe égal. Il 
vient 


Apur = Aivi- Ava — App, 


où v} ne figure pas au second membre. Comme 14 Æ 0, on peut diviser cette égalité par À} et l’on 


obtient 
li À Àp 


E U1 +. U2 IE Up, 
c’est-à-dire que vg est combinaison linéaire des autres vecteurs de F, ce qui peut encore s'écrire 
up € Vect (F \ {v}}) (avec la notation ensembliste A \ B pour l’ensemble des éléments de A qui 
n’appartiennent pas à B). 

- Réciproquement, supposons que pour un certain k, on ait vp € Vect (F \ {v}}). Ceci signifie que 
l’on peut écrire 


Ük = 


Uk = H1V1 + H2U2 +: + UpUp, 


où vp ne figure pas au second membre. Passant v au second membre, il vient 
0 = 1V1 + U2V2 + Up ++ UpUp, 


ce qui est une relation de dépendance linéaire pour F (puisque —1 # 0) et ainsi la famille F est 
liée. 
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1.6. Interprétation géométrique de la dépendance linéaire 


- Dans R? ou R°, deux vecteurs sont linéairement dépendants si et seulement s’ils sont coli- 
néaires. Ils sont donc sur une même droite vectorielle. 

- Dans R?, trois vecteurs sont linéairement dépendants si et seulement s’ils sont coplanaires. 
Ils sont donc dans un même plan vectoriel. 


ei 


Proposition 122 


Soit F = {v1,V2,...,Up} une famille de vecteurs de R”. Si F contient plus de n éléments 


(c’est-à-dire p >n), alors F est une famille liée. 


Démonstration 


Supposons que 


v11 v12 Vip 

v21 v22 V9p 
vi=| . vo=| . Ur — 

Un1 Un2 Unp 


L'équation 
XAU1 + X2U09 +: +XpUp = 0 


donne alors le système suivant 


U11X1 +U12X2 + +UipXp = 0 
U921X1 +U22X2 +: +U2p%p = 0 
Un1X1 +Un2X2 + +UnpXp = 0 


C’est un système homogène de n équations à p inconnues. Lorsque p > n, ce système a des solutions 
non triviales (voir le chapitre « Systèmes linéaires », dernier théorème) ce qui montre que la famille F 
est une famille liée. 


Mini-exercices 


1. Pour quelles valeurs de ż € R, {(7}), (£,)} est une famille libre de R?? Même question 
à 1 a 1 3 
avec la famille (z) ( 1 | (:)} de R°. 
2. Montrer que toute famille contenant une famille liée est liée. 


3. Montrer que toute famille inclue dans une famille libre est libre. 
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4. Montrer que si f : E — F est une application linéaire et que {v1,...,v,} est une famille 
liée de E, alors {f(v1),...,f(v,)} est une famille liée de F. 


5. Montrer que si f : E — F est une application linéaire injective et que {v1,...,v)} est une 
famille libre de Æ, alors {f(v1),...,f(v))} est une famille libre de F. 


2. Famille génératrice 
Soit E un espace vectoriel sur un corps K. 
2.1. Définition 


Définition 113 


Soient v1,...,Up des vecteurs de E. La famille {v1,...,v,} est une famille génératrice de 
l’espace vectoriel E si tout vecteur de E est une combinaison linéaire des vecteurs v1,...,Up. 
Ce qui peut s’écrire aussi : 


VveE J41,..., Ap EK U = Àv +: +ÅpUp 


On dit aussi que la famille {v1,...,v,} engendre l’espace vectoriel E. 
Cette notion est bien sûr liée à la notion de sous-espace vectoriel engendré : les vecteurs {v1,...,Up} 
forment une famille génératrice de E si et seulement si E = Vect(v1,...,Up). 


2.2. Exemples 


Exemple 246 

a, 1 0 0 3 , 
Considérons par exemple les vecteurs vı = (0) , U2 = (a) et v3 = (0) de E =R°. La famille 
{v1,v9,u3} est génératrice car tout vecteur v = (5) de R8 peut s’écrire 


Les coefficients sont ici A1 = x, A2 = y, À3 =Z. 


Exemple 247 


1 1 
Soient maintenant les vecteurs vı = (1), U2 = (2) de E = R3. Les vecteurs {v1,v2} ne forment 
0 
pas une famille génératrice de R°. Par exemple, le vecteur v = (1) n’est pas dans Vect(v1, v2). 
En et si Dey le cas, alors il existerait A1,A2 € R tels que v = 1v1 + A2v2. Ce qui s’écrirait 
aussi (a) = À; (i) + A2 (2), d’où le système linéaire : 


A + A2 = 0 
Ai +22 = 1 
Aı+3A2 = 0 


Ce système n’a pas de solution. (La première et la dernière ligne impliquent 41 = 0, A2 = 0, ce 
qui est incompatible avec la deuxième.) 
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Exemple 248 


Soit E = R?. 
- Soient vı = ($) et v2 = (2). La famille {v1,v2} est génératrice de R? car tout vecteur de 
RÊ se décompose comme (%5) =x (4)+»(9). 
- Soient maintenant v} = (?) et v} = (1). Alors {v}, vh} est aussi une famille génératrice. En 
effet, soit v = (;) un élément quelconque de R?. Montrer que v est combinaison linéaire 
de v} et v, revient à démontrer l'existence de deux réels 1 et u tels que v = Av} + pus. Il 
s’agit donc d'étudier l’existence de solutions au système : 


2A+u 
A+ 


x 


Il 


Il 


Il a pour solution À = x — y et u = —x + 2y, et ceci, quels que soient les réels x et y. 
Ceci prouve qu'il peut exister plusieurs familles finies différentes, non incluses les unes dans 
les autres, engendrant le même espace vectoriel. 


Exemple 249 


Soit R,LX1] l’espace vectoriel des polynômes de degré < n. Alors les polynômes {1,X,...,X”} 
forment une famille génératrice. Par contre, l’espace vectoriel R[X1] de tous les polynômes ne 
possède pas de famille finie génératrice. 


2.3. Liens entre familles génératrices 


La proposition suivante est souvent utile : 


Proposition 123 


! 
q 


famille génératrice de E si et seulement si tout vecteur de F est une combinaison linéaire de 


Soit F = {v1,V2,...,Up} une famille génératrice de E. Alors F' = ue TU | est aussi une 


vecteurs de 7’. 


Démonstration 


C’est une conséquence immédiate de la définition de Vect F et de Vect F'. 


Nous chercherons bientôt à avoir un nombre minimal de générateurs. Voici une proposition sur la 


réduction d’une famille génératrice. 
Proposition 124 


Si la famille de vecteurs {v1,...,v,} engendre E et si l’un des vecteurs, par exemple vp, est 


combinaison linéaire des autres, alors la famille {v1,...,0,} \ {Up} = {v1,...,v,-1} est encore 


une famille génératrice de E. 
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Démonstration 


En effet, comme les vecteurs v1,...,v, engendrent E, alors pour tout élément v de E, il existe des 
scalaires À1,...,1, tels que 
v= Aivi +: +ApUp. 


Or l'hypothèse vp est combinaison linéaire des vecteurs v1,...,Vp-1 se traduit par lexistence de sca- 
laires a1,...,ah-_1 tels que 
Up = Q11 + + Ap-1Up-1. 


Alors, le vecteur v s'écrit : 
U = Avi Feet Àp-1Vp-1 T Àp (aivi Teee T ap-1Vp-1) ; 


Donc 
U = (A +Ap41)v1 RUES (Ap-1 +Àp@p-1)Vp-1, 


ce qui prouve que v est combinaison linéaire des vecteurs v1,...,Up-1. Ceci achève la démonstration. Il 
est clair que si l’on remplace vp par m'importe lequel des vecteurs v;, la démonstration est la même. 


Mini-exercices 


. À quelle condition sur t € R, la famille {(,0,),( ,)(#-)} est une famille génératrice de 
R?? 


. Même question avec la famille {(o) ( s) (2)} de R°. 


Gil 


AN 
. Montrer qu’une famille de vecteurs contenant une famille génératrice est encore une 


famille génératrice de E. 


. Montrer que si f : E — F est une application linéaire surjective et que {v1,...,v)} est 
une famille génératrice de E , alors {f (v1),...,f(Vp)} est une famille génératrice de F. 


3. Base 


La notion de base généralise la notion de repère. Dans R?, un repère est donné par un couple de 
vecteurs non colinéaires. Dans R°, un repère est donné par un triplet de vecteurs non coplanaires. 
Dans un repère, un vecteur se décompose suivant les vecteurs d’une base. Il en sera de même pour 
une base d’un espace vectoriel. 


v = ÀAjuy + Aovo 


3.1. Définition 
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Définition 114. Base d’un espace vectoriel 


Soit E un K-espace vectoriel. Une famille Z = (v1,v2,...,Un) de vecteurs de E est une base de 
E si est une famille libre et génératrice. 


Théorème 67 


Soit Z = (v1,V2,...,Un) une base de l’espace vectoriel E. Tout vecteur v € E s'exprime de façon 


unique comme combinaison linéaire d'éléments de Z. Autrement dit, il existe des scalaires 


A1.. ., An E K uniques tels que : 


U = jui + Aouo +--+ AnUn. 


Remarque 


1. (A1,..., An) s'appellent les coordonnées du vecteur v dans la base 2. 


2. Il faut observer que pour une base Z = (v1,v2,...,v,) on introduit un ordre sur les 
vecteurs. Bien sûr, si on permutait les vecteurs on obtiendrait toujours une base, mais 
il faudrait aussi permuter les coordonnées. 


3. Notez que l’application 


p : K — E 
(1,40,...,An) —  Zlivitlovo+-. + AnUn 


est un isomorphisme de l’espace vectoriel K” vers l’espace vectoriel E. 


Démonstration Preuve du théorème 67 


— Par définition, Z est une famille génératrice de E, donc pour tout v € E il existe A1,...,1n € K 
tels que 
v= Au + Å2V2 ++ Ann. 


Cela prouve la partie existence. 

- Il reste à montrer l’unicité des A1,12,...,1,. Soient u1, H2,..., Un € K d’autres scalaires tels que 
U = 1V1 +Hou2+-.-+UnUn. Alors, par différence on a : (A1—-p1)v1+(A2-p2)va+---+(An—Un)un = 0. 
Comme Z = {v1,...,Un} est une famille libre, ceci implique À1-u1=0, A2-p2=0, ..., An- 
Un =0 et donc À; = u1, A2=H2, ..., An = Un. 


3.2. Exemples 


Exemple 250 


1. Soient les vecteurs e1 = ($) et e2 = (9). Alors (e1,e2) est une base de R?, appelée base 
canonique de R. 


2. Soient les vecteurs v1 = (3) et va = (4). Alors (v1,u2) forment aussi une base de R?. 
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yep u = À1v1 + Aovo 


e3 


ei xe] el 


x A 1 0 0 
3. De même dans R, si e1 = (o), e2 = Gi), e3 = (0), alors (e1,e2,e3) forment la base cano- 


nique de R. 


Exemple 251 


1 2 3 
Soient v1 = (2), V9 = (5) et v3 = (3). Montrons que la famille Z = (v1,v2,v3) est une base de 
R3. 
Dans les deux premiers points, nous ramenons le problème à l’étude d’un système linéaire. 


1. Montrons d’abord que Z est une famille génératrice de R. Soit v = (22) un vecteur 


quelconque de R?. On cherche À1, A2, A3 € R tels que 
v = Àju1 + Aou) + Asus. 


Ceci se reformule comme suit : 


a] 1 2 3 A +22 +813 
ao |= A 2 + A9 9 + À3 83 | = 241 +9Å2 +343 É 
a3 1 (0) 4 A +443 


Ceci conduit au système suivant : 


A + 29 + 313 = a: 
21 + 92 + 813 = a2 (S) 
A + 413 = ag. 


Il nous restera à montrer que ce système a une solution À1, A2, A3. 


2. Pour montrer que est une famille libre, il faut montrer que l’unique solution de 
Avi + Aouo + Agua = 0 


est 


Ceci équivaut à montrer que le système 


A + 242 + 313 = 0 
2: + 949 + 313 = 0 (S) 
Ài + 413 = 0 


a une unique solution 
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3. Nous pouvons maintenant répondre à la question sans explicitement résoudre les sys- 
tèmes. 
Remarquons que les deux systèmes ont la même matrice de coefficients. On peut donc 
montrer simultanément que Z est une famille génératrice et une famille libre de R? en 
montrant que la matrice des coefficients est inversible. En effet, si la matrice des coeffi- 
cients est inversible, alors (S) admet une solution (41,2, A3) quel que soit (a1,a2,a3) et 
d'autre part (S`) admet la seule solution (0,0,0). 
Cette matrice est 
1 2 
A=|2 9 
1 0 4 


Pour montrer qu’elle est inversible, on peut calculer son inverse ou seulement son déter- 
minant qui vaut det À = —1 (le déterminant étant non nul la matrice est inversible). 


Conclusion : Z est une famille libre et génératrice ; c’est une base de R. 


Exemple 252 
Les vecteurs de K” : 
1 0 0 
1 ; 
e1=|. e2=|. … en =|" 
! : 0 
0 0 1 


forment une base de K”, appelée la base canonique de K”. 


Remarque 


L'exemple 251 se généralise de la façon suivante. Pour montrer que n vecteurs de R” forment 
une base de R”, il suffit de montrer la chose suivante : la matrice A constituée des composantes 
de ces vecteurs (chaque vecteur formant une colonne de À) est inversible. 


Application : montrer que les vecteurs 


1 1 
0 2 2 
0 0 _|13 
v= va= |. Un = 
0 Ô n 


forment aussi une base de R”. 


Voici quelques autres exemples : 
Exemple 253 
1. La base canonique de R [X] est Z = (1,X,X?, ..., X”). Attention, il y a n +1 vecteurs! 
2. Voici une autre base de R,[X]1:(1,1+X,1+X+X2,...,1+X+X2+...+ XX). 


3. L'espace vectoriel M2(R) des matrices 2 x 2 admet une base formée des vecteurs : 


1 
M= 1 0 M= 0 M= 0 0 Mı = 0 0 | 
0 0 0 0 1 0 0 1 
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b 


A de M2(R) se décompose de manière unique 


En effet, nimporte quelle matrice M = f 
c 


en 
M =aMı +bMə2+cM3+dM4. 


4. C’est un bon exercice de prouver que les quatre matrices suivantes forment aussi une 
base de Mo(R) : 


1 0 1 0 0 1 1 3 


3.3. Existence d’une base 


Voyons maintenant un théorème d’existence d’une base finie. Dans la suite, les espaces vectoriels 
sont supposés non réduits à {0}. 


Théorème 68. Théorème d’existence d’une base 


Tout espace vectoriel admettant une famille finie génératrice admet une base. 


3.4. Théorème de la base incomplète 
Une version importante et plus générale de ce qui précède est le théorème suivant : 
Théorème 69. Théorème de la base incomplète 


Soit E un K-espace vectoriel admettant une famille génératrice finie. 


1. Toute famille libre Z peut être complétée en une base. C'est-à-dire qu'il existe une famille 
F telle que L U F soit une famille libre et génératrice de E. 


2. De toute famille génératrice & on peut extraire une base de E. C'est-à-dire qu’il existe 
une famille Z c & telle que Z soit une famille libre et génératrice de E. 


3.5. Preuves 
Les deux théorèmes précédents sont la conséquence d’un résultat encore plus général : 


Théorème 70 


Soit 4 une famille génératrice finie de E et Z une famille libre de E. Alors il existe une 
famille F de & telle que Z U F soit une base de E. 


Le théorème 69 de la base incomplète se déduit du théorème 70 ainsi : 


1. On sait qu’il existe une famille génératrice de E : notons-la &. On applique le théorème 70 
avec ce Z et ce G. 


2. On applique le théorème 70 avec Z = Ø et la famille & de l'énoncé. 


En particulier, le théorème 68 d’existence d’une base se démontre comme le point (2) ci-dessus 
avec Z = Ø et G une famille génératrice de E. 
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3.6. Preuves (suite) 


Nous avons : Théorème 70 => Théorème 69 => Théorème 68. 
Il nous reste donc à prouver le théorème 70. La démonstration que nous en donnons est un 
algorithme. 


Démonstration 


- Étape 0. Si Z est une famille génératrice de E, on pose F = Ø et c’est fini puisque Z est une 
famille génératrice et libre, donc une base. Sinon on passe à l’étape suivante. 

- Étape 1. Comme Z n’est pas une famille génératrice, alors il existe au moins un élément gı 
de Z qui n’est pas combinaison linéaire des éléments de Z. (En effet, par l’absurde, si tous 
les éléments de & sont dans Vect Z, alors Z serait aussi une famille génératrice.) On pose 
Pi = PU{g1}. Alors la famille A vérifie les propriétés suivantes : 

G) ZCACE : la famille Z1 est strictement plus grande que Z. 

Gi) A est une famille libre. (En effet, si Z4 n’était pas une famille libre, alors une combinaison 
linéaire nulle impliquerait que g1 € Vect Z.) 

On recommence le même raisonnement à partir de A : si Z est une famille génératrice de E, 

alors on pose F = {g1} et on s’arrête. Sinon on passe à l’étape suivante. 

- Étape 2. Il existe au moins un élément go de qui n’est pas combinaison linéaire des éléments 
de Z1. Alors la famille Zo = Zi U{go} = L U {81,82} est strictement plus grande que £ et est 
encore une famille libre. 

Si Zz est une famille génératrice, on pose F = {g1,g9} et Cest fini. Sinon on passe à l’étape 
d’après. 
L’algorithme consiste donc à construire une suite, strictement croissante pour l'inclusion, de familles 
libres, où, si 7-1 n’engendre pas E, alors Z, est construite partir de Z4-_1 en lui ajoutant un vecteur 
gr de , de sorte que Z, = Z%_1 U {8k} reste une famille libre. 

— L'algorithme se termine. Comme la famille & est finie, le processus s'arrête en moins d'étapes 
qu’il y a d'éléments dans Z. Notez que, comme est une famille génératrice, dans le pire des 
cas on peut être amené à prendre F = G. 

— L'algorithme est correct. Lorsque l’algorithme s’arrête, disons à l'étape s : on a Z, = LUF où 
F = {81,..., 8s}. Par construction, Z, est une famille finie, libre et aussi génératrice (car c’est la 
condition d’arrêt). Donc Z uU F est une base de E. 


Exemple 254 


Soit RIX] le R-espace vectoriel des polynômes réels et E le sous-espace de R[X] engendré par 
la famille & = {P;,P2,P3,P4,P5} définie par : 


P (X)=1 PAX)=X  PAX)=X+1 PAX)=1+XŸ  P(X)=X-X 


Partons de Z = Ø et cherchons F c & telle que F soit une base de E. 
Étape 0. Comme Z n’est pas génératrice (vu que Z = Ø), on passe à l'étape suivante. 


Étape 1. On pose 1 = L u {P1} = {P1}. Comme P1 est non nul, Z est une famille libre. 


Étape 2. Considérons P2. Comme les éléments P1 et P2 sont linéairement indépendants, 
Lə = {P1, P2} est une famille libre. 

Étape 3. Considérons P3 : ce vecteur est combinaison linéaire des vecteurs P4 et Po car 
P3(X) =X+1=P;(X)+P2(X) donc {P;,P2,P3} est une famille liée. Considérons alors P4. 
Un calcul rapide prouve que les vecteurs P1, P2 et P4 sont linéairement indépendants. 
Alors Z3 = {P1, P2, P4} est une famille libre. 

Il ne reste que le vecteur P5 à considérer. Il s’agit, pour pouvoir conclure, d'étudier 
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l'indépendance linéaire des vecteurs P1,P9,P4,P5. Or un calcul rapide montre légalité 
Pi + Po -P4 — P; = 0, 


ce qui prouve que la famille {P1,P2,P4,P5} est liée. Donc avec les notations de l’algo- 
rithme, s = 3 et Z3 = {P1,P2,P4} est une base de E. 


Mini-exercices 


. Trouver toutes les façons d'obtenir une base de R? avec les vecteurs suivants : v1 = (=), 
v2 = (3), v3 = (0), va = (6), vs = (6). 


: 2 2 =i 
. Montrer que la famille {v1,v2,u3,v4} des vecteurs vı = ( a Ua = ( 3 }, U3 = ( 2 1 V4 = 


1 
( i) est une famille génératrice du sous-espace vectoriel d’équation 2x — y + z = 0 de R. 
En extraire une base. 

. Déterminer une base du sous-espace vectoriel E4 de R? d’équation x+3y-—2z = 0. Complé- 
ter cette base en une base de R°. Idem avec Eg vérifiant les deux équations x+3y—2z = 0 
et y =2. 

. Donner une base de l’espace vectoriel des matrices 3 x3 ayant une diagonale nulle. Idem 
avec l’espace vectoriel des polynômes P € R [X] vérifiant P(0) = 0, P'(0)= 0. 


4. Dimension d’un espace vectoriel 
4.1. Définition 


Définition 115 


Un K-espace vectoriel E admettant une base ayant un nombre fini d'éléments est dit de 
dimension finie. 


Par le théorème 68 d'existence d’une base, c’est équivalent à l’existence d’une famille finie généra- 
trice. 
On va pouvoir parler de La dimension d’un espace vectoriel grâce au théorème suivant : 


Théorème 71. Théorème de la dimension 


Toutes les bases d’un espace vectoriel E de dimension finie ont le même nombre d'éléments. 


Nous détaillerons la preuve un peu plus loin. 
Définition 116 


La dimension d’un espace vectoriel de dimension finie E, notée dim E, est par définition le 
nombre d'éléments d’une base de E. 


Méthodologie. Pour déterminer la dimension d’un espace vectoriel, il suffit de trouver une base 
de E (une famille à la fois libre et génératrice) : le cardinal (nombre d'éléments) de cette famille 
donne la dimension de E. Le théorème 71 de la dimension prouve que même si on choisissait une 
base différente alors ces deux bases auraient le même nombre d'éléments. 

Convention. On convient d'attribuer à l’espace vectoriel {0} la dimension 0. 
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4.2. Exemples 


Exemple 255 


1. La base canonique de R? est ((4),(9)). La dimension de R? est donc 2. 


2. Les vecteurs ((2),(4)) forment aussi une base de R?, et illustrent qu’une autre base 


contient le même nombre d'éléments. 


3. Plus généralement, K” est de dimension n, car par exemple sa base canonique 
(e1,e2,...,en) contient n éléments. 


4. dimR,[X]= # +1 car une base de R [X] est (1,X,X2,...,X"), qui contient n +1 éléments. 


Exemple 256 


Les espaces vectoriels suivants ne sont pas de dimension finie : 
— R[X] : l’espace vectoriel de tous les polynômes, 
— F(R,R) : l’espace vectoriel des fonctions de R dans R, 
— F = FAN,R) : l’espace vectoriel des suites réelles. 


Exemple 257 


Nous avons vu que l’ensemble des solutions d’un système d'équations linéaires homogène 
est un espace vectoriel. On considère par exemple le système 


2x1 + 2x2 — x3 + x5 = 0 
-xı — x2 + 2x3 — 3x4 + x5 = 0 
xı + x2 — 2x3 — X5 = 0 
X3 + x4 + x5 = 0. 


On vérifie que la solution générale de ce système est 
xı =-s-t X2 =S X3 = —t xa = 0 X5 =t. 

Donc les vecteurs solutions s’écrivent sous la forme 

x1 -s-t s t 1 1 

X2 S S 0 0 

xs |=| -ż |=| 0 |ļ|+ļ|-ż:|=s +t|-1]. 

X4 0 0 0 0 

x5 t 0 t 1 


Ceci montre que les vecteurs 


OQOOH 


engendrent l’espace des solutions du système. D’autre part, on vérifie que v et v2 sont linéai- 
rement indépendants. Donc (v1,v2) est une base de l’espace des solutions du système. Ceci 
montre que cet espace vectoriel est de dimension 2. 


4.3. Compléments 


Lorsqu'un espace vectoriel est de dimension finie, le fait de connaître sa dimension est une infor- 
mation très riche ; les propriétés suivantes montrent comment exploiter cette information. 
Le schéma de preuve sera : Lemme 10 — Proposition 125 => Théorème 71. 
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Lemme 10 


Soit E un espace vectoriel. Soit Z une famille libre et soit 4 une famille génératrice finie de 
E. Alors Card < Card g. 


Ce lemme implique le résultat important : 
Proposition 125 


Soit E un K-espace vectoriel admettant une base ayant n éléments. Alors : 
1. Toute famille libre de E a au plus n éléments. 


2. Toute famille génératrice de E a au moins n éléments. 


En effet, soit Z une base de E telle que Card Z =n. 


1. On applique le lemme 10 à la famille Z considérée génératrice ; alors une famille libre Z 
vérifie Card Z < Card Z =n. 


2. On applique le lemme 10 à la famille Z considérée maintenant comme une famille libre, 
alors une famille génératrice & vérifie n = Card Z < Card g. 
Cette proposition impliquera bien le théorème 71 de la dimension : 
Corollaire 23 


Si E est un espace vectoriel admettant une base ayant n éléments, alors toute base de E 
possède n éléments. 


La preuve du corollaire (et donc du théorème 71 de la dimension) est la suivante : par la proposi- 
tion 125, si Z est une base quelconque de E, alors Z est à la fois une famille libre et génératrice, 
donc possède à la fois au plus n éléments et au moins n éléments, donc exactement n éléments. 


Il reste à énoncer un résultat important et très utile : 
Théorème 72 


Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, et F =(v1,...,v,) une famille de n vecteurs 
de E. Il y a équivalence entre : 

(i) F est une base de E, 

(ii) F est une famille libre de E, 


(iii) F est une famille génératrice de E. 


La preuve sera une conséquence du théorème 71 de la dimension et du théorème 69 de la base 
incomplète. 

Autrement dit, lorsque le nombre de vecteurs considéré est exactement égal à la dimension de 
l’espace vectoriel, l’une des deux conditions — être libre ou bien génératrice — suffit pour que ces 
vecteurs déterminent une base de E. 
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Démonstration 


- Les implications (i) => (ii) et (i) => (iii) découlent de la définition d’une base. 

— Voici la preuve de (ii) => (i). 
Si F est une famille libre ayant n éléments, alors par le théorème de la base incomplète (théo- 
rème 69) il existe une famille F’ telle que F U F' soit une base de E. D'une part F U F' est une 
base de E qui est de dimension n, donc par le théorème 71, Card (F U F') =n. Mais d'autre part 
Card (FUF') = Card F +Card.F' (par l'algorithme du théorème 69) et par hypothèse Card F = n. 
Donc Card F' = 0, ce qui implique que F' = Ø et donc que F est déjà une base de E. 

- Voici la preuve de (iii) => (i). 
Par hypothèse, F est cette fois une famille génératrice. Toujours par le théorème 69, on peut 
extraire de cette famille une base Z c F. Puis par le théorème 71, Card Z = n, donc n = Card Z < 
Card F =n. Donc 8 = F et F est bien une base. 


Exemple 258 


Pour quelles valeurs de t € R les vecteurs (v1,v2,uv3) suivants forment une base de RË? 


1 1 1 
vı=ļ|1 va=|3 va=|1 
4 t t 


- Nous avons une famille de 3 vecteurs dans l’espace R? de dimension 3. Donc pour 
montrer que la famille (v1,v2,v23) est une base, par le théorème 72, il suffit de montrer 
que la famille est libre ou bien de montrer qu’elle est génératrice. Dans la pratique, il 
est souvent plus facile de vérifier qu’une famille est libre. 

- À quelle condition la famille {v1,v2,v3} est libre? Soient A1, A2,A3 € R tels que A1v1 + 
Aouo + Asus = 0. Cela implique le système 


A + do + A3 = 0 
A + 832 + A3 = 
Ali+tlo+ttls = 0 


© 


Ce système est équivalent à : 
Ai+A2+å43 = 0 A+43 = 0 


22% = 0 — 2 = 0 
(t-4)A2 + (t — 4)åÀ3 0 (—-4)A3 0 


Il 
Il 


— Il est clair que si t À 4, alors la seule solution est (A1, A2, A3) = (0,0, 0) et donc {v1,v2,u3} 
est une famille libre. Si t = 4, alors par exemple (11, A2, A3) = (1,0, —1) est une solution 
non nulle, donc la famille n’est pas libre. 

— Conclusion : si £ # 4 la famille est libre, donc par le théorème 72 la famille (v1,v2,u3) est 
en plus génératrice, donc c’est une base de R°. Si t = 4, la famille n’est pas libre et n’est 
donc pas une base. 


4.4. Preuve 


Il nous reste la preuve du lemme 10. La démonstration est délicate et hors-programme. 
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Démonstration 


La preuve de ce lemme se fait en raisonnant par récurrence. 

On démontre par récurrence que, pour tout n > 1, la propriété suivante est vraie : « Dans un espace 
vectoriel engendré par n vecteurs, toute famille ayant n + 1 éléments est liée. » 

Initialisation. On vérifie que la propriété est vraie pour n = 1. Soit E un espace vectoriel engendré 
par un vecteur noté g1, et soit {v1, v2} une famille de E ayant deux éléments. Les vecteurs v1 et v2 
peuvent s'écrire comme combinaisons linéaires du vecteur g1 ; autrement dit, il existe des scalaires q1, 
a2 tels que v1 = &18g1 et v2 = &28g1, ce qui donne la relation : æ2v1-— æ@1v2 = 0g. En supposant v2 non nul 
(sinon il est évident que {v1, v2} est liée), le scalaire a2 est donc non nul. On a trouvé une combinaison 
linéaire nulle des vecteurs v1,v2, avec des coefficients non tous nuls. Donc la famille {v1,v2} est liée. 


Hérédité. On démontre maintenant que si la propriété est vraie au rang n — 1 (n > 2), alors elle 
vraie au rang n. Soit E un espace vectoriel engendré par n vecteurs notés 8g1,82,...,8gn, et soit 
{V1,V2,...,Un,Vn+1} une famille de E ayant n + 1 éléments. Tout vecteur v;, pour j = 1,2,...,n + 1, est 
combinaison linéaire de 81,82,...,8n, donc il existe des scalaires al, al... a} tels que : 

Uj — digi+ ago +. + Zn. 


Remarque. On est contraint d'utiliser ici deux indices i, j pour les scalaires (attention! j n’est pas un 
exposant) car deux informations sont nécessaires : l'indice j indique qu’il s’agit de la décomposition du 
vecteur vj, et i indique à quel vecteur de la famille génératrice est associé ce coefficient. 


En particulier, pour j =n +1, le vecteur v,,1 s’écrit : 


+1 +1 +1 
Unt1=AT 81ta 8g2+-+07 En- 


Si vn+1 est nul, c’est terminé, la famille est liée ; sinon, vn+1 est non nul, et au moins un des coefficients 
ri est non nul. On suppose, pour alléger l'écriture, que a**! est non nul (sinon il suffit de changer 
l’ordre des vecteurs). On construit une nouvelle famille de n vecteurs de E de telle sorte que ces 
vecteurs soient combinaisons linéaires de g1,82,...,8n_1, C'est-à-dire appartiennent au sous-espace 


engendré par {g1,82,...,8n-1}. Pour j = 1,2,...,n, on définit w; par : 


J =Z nil J J „n+1 
v nYn+1= À (An A7 AnA, 88. 
=1 


Ai +1 
Wj= An 


Le coefficient de g, est nul. Donc w; est bien combinaison linéaire de g1,82,...,8n-1. On a n vecteurs 
qui appartiennent à un espace vectoriel engendré par n — 1 vecteurs ; on peut appliquer l'hypothèse de 
récurrence : la famille {w1,W2,..., Wn} est liée. Par conséquent, il existe des scalaires non tous nuls 41, 
A2, ..., An tels que 

Aw: T A2wW2 TT AnWn = (0. 


En remplaçant les w; par leur expression en fonction des vecteurs v;, on obtient : 


a Aivi T a"*lovo ROLE Hole = (al LAN D An An }Vn+1 = 0 


Le coefficient a a été supposé non nul et au moins un des scalaires À1,12,...,1, est non nul; on a 


donc une combinaison linéaire nulle des vecteurs v1,V2,...,Un,Un+1 avec des coefficients qui ne sont 
pas tous nuls, ce qui prouve que ces vecteurs forment une famille liée. 


Conclusion. La démonstration par récurrence est ainsi achevée. 
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Mini-exercices 
Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses. Justifier votre réponse par un résultat 
du cours ou un contre-exemple : 

1. Une famille de p > n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n est génératrice. 


. Une famille de p >n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n est liée. 


2 
3. Une famille de p <n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n est libre. 
4 


. Une famille génératrice de p < n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n est 
libre. 


. Une famille de p # n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n n’est pas une 
base. 


. Toute famille libre à p éléments d’un espace vectoriel de dimension n se complète par 
une famille ayant exactement n — p éléments en une base de E. 


5. Dimension des sous-espaces vectoriels 


Tout sous-espace vectoriel F d’un K-espace vectoriel E étant lui même un K-espace vectoriel, la 
question est de savoir s’il est de dimension finie ou s’il ne l’est pas. 
Prenons l’exemple de l’espace vectoriel E = Z(R,R) des fonctions de R dans R : 
— il contient le sous-espace vectoriel F1 = R;[X1] des (fonctions) polynômes de degré < n, qui est 
de dimension finie ; 
- et aussi le sous-espace vectoriel F2 = RIX] de l’ensemble des (fonctions) polynômes, qui lui 
est de dimension infinie. 


5.1. Dimension d’un sous-espace vectoriel 


Nous allons voir par contre que lorsque E est de dimension finie alors F aussi. 
Théorème 73 


Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. 


1. Alors tout sous-espace vectoriel F de E est de dimension finie ; 
2. dimF <dimE ; 
3. F=E = dimF = dimE. 


Démonstration 


— Soit E un espace vectoriel de dimension n et soit F un sous-espace vectoriel de E. Si F = {0} il 
n’y a rien à montrer. On suppose donc F # {0} et soit v un élément non nul de F. La famille {v} 
est une famille libre de F, donc F contient des familles libres. Toute famille libre d'éléments de 
F étant une famille libre d'éléments de E (voir la définition des familles libres), alors comme E 
est de dimension n, toutes les familles libres de F ont au plus n éléments. 

—- On considère l’ensemble K des entiers k tels qu’il existe une famille libre de F ayant k éléments : 


K= fr e N|3{v1,v2,... uk} CF et {v1,V2,...,U}} est une famille libre de F} 


Cet ensemble K est non vide (car 1 € K); K est un sous-ensemble borné de N (puisque tout 
élément de K est compris entre 1 et n) donc K admet un maximum. Notons p ce maximum et 
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soit {v1,V2,...,Up} une famille libre de F ayant p éléments. 

- Montrons que {v1,V2,...,Up} est aussi génératrice de F. Par l'absurde, s’il existe w un élément de 
F qui west pas dans Vect(v1,..., Vp), alors la famille {v1,..., Vp, w} ne peut pas être libre (sinon p 
ne serait pas le maximum de K). La famille {v1,...,Vp,w} est donc liée, mais alors la relation de 
dépendance linéaire implique que w € Vect(v1,...,Up), ce qui est une contradiction. 

Conclusion : (v1,...,Up) est une famille libre et génératrice, donc est une base de F. 

— On a ainsi démontré simultanément que : 

- F est de dimension finie (puisque (v1,v2,...,v,) est une base de F). 

- Ainsi dim F = p, donc dim F < dim £E (puisque toute famille libre de F a au plus n éléments). 

- De plus, lorsque p = n, le p-uplet (v1,v2,...,Up), qui est une base de F, est aussi une base de E 
(car {v1,V2,...,Up} est alors une famille libre de E ayant exactement n éléments, donc est une 
base de Æ). Tout élément de E s’écrit comme une combinaison linéaire de v1,v2,...,Up, d'où 
STEA 


5.2. Exemples 


Exemple 259 


Si E est un K-espace vectoriel de dimension 2, les sous-espaces vectoriels de E sont : 
— soit de dimension 0 : c’est alors le sous-espace {0} ; 
— soit de dimension 1 : ce sont les droites vectorielles, c’est-à-dire les sous-espaces Ku = 
Vect{u} engendrés par les vecteurs non nuls u de E ; 
— soit de dimension 2 : c’est alors l’espace E tout entier. 


Vocabulaire. Plus généralement, dans un K-espace vectoriel E&E de dimension n (n > 2), tout 
sous-espace vectoriel de E de dimension 1 est appelé droite vectorielle de E et tout sous-espace 
vectoriel de E de dimension 2 est appelé plan vectoriel de E. Tout sous-espace vectoriel de E de 
dimension n — 1 est appelé hyperplan de E. Pour n = 3, un hyperplan est un plan vectoriel; pour 
n = 2, un hyperplan est une droite vectorielle. 


Le théorème 73 précédent permet de déduire le corollaire suivant : 
Corollaire 24 


Soit E un K-espace vectoriel. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On suppose 


que F est de dimension finie et que G c F. Alors : 


F=G < dimF = dimG 


Autrement dit, sachant qu’un sous-espace est inclus dans un autre, alors pour montrer qu’ils sont 
égaux il suffit de montrer légalité des dimensions. 


Exemple 260 


Deux droites vectorielles F et G sont soit égales, soit d’intersection réduite au vecteur nul. 


Exemple 261 


Soient les sous-espaces vectoriels de R? suivants : 


F={(3] ER? |2x-3y+2=0} et G= Vect(u,v) oùu=| 


mmm 


Jev= (3). 


Est-ce que F=G? 
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1. On remarque que les vecteurs u et v ne sont pas colinéaires, donc G est de dimension 2, 
et de plus ils appartiennent à F, donc G est contenu dans F. 


2. Pour trouver la dimension de F, on pourrait déterminer une base de F et on montrerait 
alors que la dimension de F est 2. Mais il est plus judicieux ici de remarquer que F 

1 
est contenu strictement dans R° (par exemple le vecteur (2) de R? west pas dans F), 


donc dimF < dimR? = 3; mais puisque F contient G alors dimF > dimG = 2, donc la 
dimension de F ne peut être que 2. 


3. On a donc démontré que G c F et que dimG = dim F, ce qui entraîne G = F. 


5.3. Théorème des quatre dimensions 


Théorème 74. Théorème des quatre dimensions 


Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F,G des sous-espaces vectoriels de E. 


dim(F + G) = dim F + dimG - dim(F n G) | 


Alors : 


Corollaire 25 


Si E = F ẹG, alors dimE =dimF +dimG. 


Exemple 262 


Dans un espace vectoriel E de dimension 6, on considère deux sous-espaces F et G avec 
dim F = 3 et dimG = 4. Que peut-on dire de F nG? de F +G? Peut-on avoir FG =E? 
— F AG est un sous-espace vectoriel inclus dans F, donc dim(F Nn G) < dim F = 3. Donc les 
dimensions possibles pour F NG sont pour l'instant 0,1,2,3. 
— F +G est un sous-espace vectoriel contenant G et inclus dans E, donc 4 = dimG < 
dim(F +G) < dimẸE = 6. Donc les dimensions possibles pour F +G sont 4,5,6. 
— Le théorème 74 des quatre dimensions nous donne la relation : dim(F Nn G) = dim F + 
dimG -dim(F +G)=3+4-dim(F +G) = 7 -dim(F +G). Comme F +G est de dimension 
4, 5 ou 6, alors la dimension de F NG est 3, 2 ou 1. 
— Conclusion : les dimensions possibles pour F +G sont 4, 5 ou 6; les dimensions corres- 
pondantes pour F NG sont alors 3, 2 ou 1. Dans tous les cas, F NG # {0} et en particulier 
F et G ne sont jamais en somme directe dans E. 


La méthode de la preuve du théorème 74 des quatre dimensions implique aussi : 


Corollaire 26 


Tout sous-espace vectoriel F d’un espace vectoriel E de dimension finie admet un supplémen- 


taire. 
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Démonstration Preuve du théorème 74 


— Notez l’analogie de la formule avec la formule pour les ensembles finis : 
Card(A u B) = Card A + Card B - Card(A n B). 


- Nous allons partir d’une base Bprg = {u1,..., Up} de F NG. On commence par compléter Brna 
en une base Bp = {u1,...,Up,Up+1,...,Vq} de F. On complète ensuite Brna en une base ZG = 
{u1,..., Up, Wp+1,--- Wr} de G. 

- Nous allons maintenant montrer que la famille {u1,..., Up, Up+1,---,UqWp+1,---, Wr} est une base 

de F +G. Il est tout d’abord clair que c’est une famille génératrice de F +G (car Zp est une 

famille génératrice de F et Zg est une famille génératrice de G). 

Montrons que cette famille est libre. Soit une combinaison linéaire nulle : 


F 
X yrwk=0 (20.1) 
1 


P q 
> aju; + y Bjvj+ 
i=1 j 1 k=p+ 


=p+ 
On pose u = }} | œiui,v= Lips Vj w =} ;_p,1YkWk. Alors d’une part u +v € F (car Bp est 
une base de F) mais comme l’équation (20.1) équivaut à u +v +w = 0, alors u +v = -w €G (car 
w € G). Maintenant u +v € F nG et aussi bien sûr u € F nG, donc v = ET Bijv;jeFnG. Cela 
implique £f; = 0 pour tout j (car les {vj} complètent la base de F nG). 
La combinaison linéaire nulle (20.1) devient Da QiUi+ D Ykwpk = 0. Or Bg est une base 
de G, donc a; = 0 et yp = 0 pour tout i,k. Ainsi Bp = {U1,..., Up,Up+1»--- Uq Wp+1;---, Wr} est 
une base de F +G. 

— Il ne reste plus qu’à compter le nombre de vecteurs de chaque base : dim F NG = Card ZfpnG = P, 
dimF = Card Zp = q, dimG = Card Zg = r, dim(F + G) = Card Zf+G = q +r — p. Ce qui prouve 
bien dim(F + G) = dim F + dimG - dim(F n G). 


Mini-exercices 


. Soient F = Vect ((2) : (5) et G = Vect (7) f (5 


J) Montrer que F =G. 


1 
. Dans R, on considère F = Vect{[ : : (1), CE Vect{1). Calculer les dimensions de 
F,G,FNnG,F +G en fonction de teR. 


. Dans un espace vectoriel de dimension 7, on considère des sous-espaces F et G vérifiant 
dim F =3 et dimG < 2. Que peut-on dire pour dim(F NG)? Et pour dim(F +G)? 

. Dans un espace vectoriel E de dimension finie, montrer l’équivalence entre : (i) Fe G = 
E; (ii) F +G =E et dimF +dimG =dimE ; (iii) F AG = {0g} et dimF +dimG = dim £. 


. Soit H un hyperplan dans un espace vectoriel de dimension finie E. Soit v € E\H. 
Montrer que H et Vect(v) sont des sous-espaces supplémentaires dans E. 


Auteurs 


e D’après un cours de Sophie Chemla de l’université Pierre et Marie Curie, reprenant des 
parties d’un cours de H. Ledret et d’une équipe de l’université de Bordeaux animée par 
J. Queyrut, 

et un cours de Eva Bayer-Fluckiger, Philippe Chabloz, Lara Thomas de l’École Polytech- 
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1 Rang d'une famille de vecteurs 
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Vidéo M partie 1. Rang d’une famille de vecteurs 

Vidéo M partie 2. Applications linéaires en dimension finie 
Vidéo M partie 3. Matrice d’une application linéaire 

Vidéo M partie 4. Changement de bases 


Exercices ¢ Matrice d’une application linéaire 


Ce chapitre est l’aboutissement de toutes les notions d’algèbre linéaire vues jusqu'ici : espaces 
vectoriels, dimension, applications linéaires, matrices. Nous allons voir que dans le cas des espaces 
vectoriels de dimension finie, l’étude des applications linéaires se ramène à l’étude des matrices, 
ce qui facilite les calculs. 


1. Rang d’une famille de vecteurs 


Le rang d’une famille de vecteurs est la dimension du plus petit sous-espace vectoriel contenant 
tous ces vecteurs. 


1.1. Définition 


Soient E un K-espace vectoriel et {v1,...,v,} une famille finie de vecteurs de E. Le sous-espace 
vectoriel Vect(v1,...,v?) engendré par {v1,...,vp} étant de dimension finie, on peut donc donner la 
définition suivante : 


Définition 117. Rang d’une famille finie de vecteurs 
Soit E un K-espace vectoriel et soit {v1,...,v,} une famille finie de vecteurs de E. Le rang de 


la famille {v1,...,v,} est la dimension du sous-espace vectoriel Vect(v1,...,v,) engendré par 
les vecteurs v1,...,v,. Autrement dit : 


rg(v1,...,Up) = dim Vect(v1,...,up) 


Calculer le rang d’une famille de vecteurs n’est pas toujours évident, cependant il y a des inégalités 
qui découlent directement de la définition. 
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Proposition 126 


Soient E un K-espace vectoriel et {v1,...,v,} une famille de p vecteurs de E. Alors : 


1. O<rg(v1,...,0p) <p : le rang est inférieur ou égal au nombre d'éléments dans la famille. 


2. Si E est de dimension finie alors rg(v1,...,vp) < dimE : le rang est inférieur ou égal à la 


dimension de l’espace ambiant E. 


Remarque 


— Le rang d’une famille vaut 0 si et seulement si tous les vecteurs sont nuls. 
- Le rang d’une famille {v1,...,v,} vaut p si et seulement si la famille {v1,...,v,} est libre. 


Exemple 263 
Quel est le rang de la famille {v1,v2,u3} suivante dans l’espace vectoriel R4? 
—1 


U1 = 


O e. © HA 

a 

X] 

Il 
mreno 
h Orm 


- Ce sont des vecteurs de Rt donc rg(v1,v02,03) < 4. 

— Mais comme il n’y a que 3 vecteurs alors rg(v1,v2,u3) < 3. 

— Le vecteur vı est non nul donc rg{vi,v2,u3) > 1. 

— Il est clair que v et v2 sont linéairement indépendants donc rg{(v1,v2,u3) > rg(v1,v2) = 2. 
Il reste donc à déterminer si le rang vaut 2 ou 3. On cherche si la famille {v1,v2,u3} est libre ou 
liée en résolvant le système linéaire Ajv1+1ov2+ aus = 0. On trouve vı—v2+v3 = 0. La famille 
est donc liée. Ainsi Vect(v1,u2,v3) = Vect(v1, v2), donc rg{(v1,v2,u3) = dim Vect(vi,uv2,u3) = 2. 


1.2. Rang d’une matrice 
Une matrice peut être vue comme une juxtaposition de vecteurs colonnes. 
Définition 118 


On définit le rang d’une matrice comme étant le rang de ses vecteurs colonnes. 


Exemple 264 


Le rang de la matrice 


1 2 -4 0 
A= 2 € M24 
2 4 -1 0 > 


est par définition le rang de la famille de vecteurs de K? : {or = (4), v2 = (2), v3 = (z3) „U4 = 


(8) r Tous ces vecteurs sont colinéaires à v1, donc le rang de la famille {v1,v2,03,V4} est 1 et 


ainsi rgA = 1. 


Réciproquement, on se donne une famille de p vecteurs {v1,...,v,} d’un espace vectoriel E de 
dimension n. Fixons une base Z = {e1,...,e,} de E. Chaque vecteur v; se décompose dans la base 
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B : Vj—=ajjei++aije; +: +anjen, Ce que Pon note Uj =| ii . En juxtaposant ces vecteurs 


anj 
colonnes, on obtient une matrice A € M, ,(K). Le rang de la famille {v1,..., Vp} est égal au rang de 
la matrice A. 


Définition 119 
On dit qu'une matrice est échelonnée par rapport aux colonnes si le nombre de zéros commen- 


çant une colonne croît strictement colonne après colonne, jusqu’à ce qu’il ne reste plus que 
des zéros. Autrement dit, la matrice transposée est échelonnée par rapport aux lignes. 


Voici un exemple d’une matrice échelonnée par colonnes; les x désignent des coefficients quel- 
conques, les + des coefficients non nuls : 


+ 00000 
x 0 0000 
x + 0000 
x x +000 
x x x 0 00 
x x x + 0 0 


Le rang d’une matrice échelonnée est très simple à calculer. 


Proposition 127 


Le rang d’une matrice échelonnée par colonnes est égal au nombre de colonnes non nulles. 


Par exemple, dans la matrice échelonnée donnée en exemple ci-dessus, 4 colonnes sur 6 sont non 
nulles, donc le rang de cette matrice est 4. 

La preuve de cette proposition consiste à remarquer que les vecteurs colonnes non nuls sont 
linéairement indépendants, ce qui au vu de la forme échelonnée de la matrice est facile. 


1.3. Opérations conservant le rang 


Proposition 128 


Le rang d’une matrice ayant les colonnes C1,C2,...,C, n’est pas modifié par les trois opéra- 


tions élémentaires suivantes sur les vecteurs : 


1. C; — AC; avec À Z 0 : on peut multiplier une colonne par un scalaire non nul. 


2. Ci—C;+AC; avec AEK (et j # i): on peut ajouter à la colonne C; un multiple d’une 


autre colonne C;. 


3. Ci Cj : on peut échanger deux colonnes. 


Plus généralement, l'opération C; — Ci+A1C1+42C2+:::+Ai-1Ci-1+4i+1Ci+1+:::+ApCp conserve 
le rang de la matrice. 

On a même un résultat plus fort, comme vous le verrez dans la preuve : l’espace vectoriel engendré 
par les vecteurs colonnes est conservé par ces opérations. 
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Démonstration 


Le premier et troisième point de la proposition sont faciles. 
Pour simplifier l'écriture de la démonstration du deuxième point, montrons que l’opération C1 — 
C1+10C2 ne change pas le rang. Notons v; le vecteur correspondant à la colonne C; d’une matrice A. 
L'opération sur les colonnes C1 — C1 + AC2 change la matrice À en une matrice A’ dont les vecteurs 
colonnes sont : V1 + V2, U2,U3,...,Up. 
Il s’agit de montrer que les sous-espaces F = Vect(v1,V2,...,Up) et G = Vect(vi + AV2,V2,V3,...,Up) ont 
la même dimension. Nous allons montrer qu’ils sont égaux! 

— Tout générateur de G est une combinaison linéaire des v;, donc GcF. 

— Pour montrer que F € G, il suffit de montrer vi est combinaison linéaire des générateurs de G, 

ce qui s'écrit : vı = (v1 + Ava) — Ave. 

Conclusion : F =G et donc dimF = dimG. 


Méthodologie. Comment calculer le rang d’une matrice ou d’un système de vecteurs ? 

Il s’agit d'appliquer la méthode de Gauss sur les colonnes de la matrice À (considérée comme 
une juxtaposition de vecteurs colonnes). Le principe de la méthode de Gauss affirme que par les 
opérations élémentaires C; — AC;, Ci —Ci+AC;, Ci > Cj, on transforme la matrice A en une 
matrice échelonnée par rapport aux colonnes. Le rang de la matrice est alors le nombre de colonnes 
non nulles. 

Remarque : la méthode de Gauss classique concerne les opérations sur les lignes et aboutit à une 
matrice échelonnée par rapport aux lignes. Les opérations sur les colonnes de A correspondent 
aux opérations sur les lignes de la matrice transposée AT. 


1.4. Exemples 
Exemple 265 


Quel est le rang de la famille des 5 vecteurs suivants de Rt? 


1 -1 3 3 3 
1 2 2 5 8 
U1 = i U9 = U3 = V4 = 0 U5 = i 
1 1 -3 —1 1 


On est ramené à calculer le rang de la matrice : 


1 -1 3 3 3 
1 2 2 5 8 
1 -1 0 1 
1 1 -3 -1 1 


En faisant les opérations C2 — Co + C1, C3 — C3 -3C1 , Ca — C4- 3C1, C5 — C5 - 3C1, on 
obtient des zéros sur la première ligne à droite du premier pivot : 


1 -1 3 3 3 1 0 0 0 0 
1 2 2 5 8 1 3 -1 2 5 
1 0 -1 0 1| |1 À -4 -3 -2 
1 1 -3 -1 1 1 2 -6 -4 -2 


On échange C2 et C3 par l'opération C2 — C3 pour avoir le coefficient —1 en position de pivot 
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et ainsi éviter d'introduire des fractions. 


1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 
1 3 -1 2 5 1 -1 3 2 5 
1 1 -4 -3 -2| M -4 4 -3 -2 
1 2 -6 -4 -2 1 -6 2 -4 -2 


En faisant les opérations C3 — C3+3Co, Ca — Ca +2C%2 et C5 — C5 +5C2, on obtient des zéros 
à droite de ce deuxième pivot : 


1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 
1 -1 3 2 5 1 -1 0 0 0 
1 -4 1 -3 -2| |1 -4 -11 -11 -22 
1 -6 2 -4 -2 1 -6 -16 -16 -32 


Enfin, en faisant les opérations C4 + C4 — C3 et C5 — C5 —2C3, on obtient une matrice éche- 
lonnée par colonnes : 


1 0 0 0 0 1 0 0 00 
-1 0 0 0 1 -1 0 00 

1 -4 -11 -11 -22 1 -4 -11 0 0 
6 -16 -16 -32 1 -6 -16 0 0 


Il y a 3 colonnes non nulles : on en déduit que le rang de la famille de vecteurs {v1,V2,U3,U04, U5} 
est 3. 


En fait, nous avons même démontré que 


Exemple 266 


Considérons les trois vecteurs suivants dans RŠ : vı = (1,2, 1,2,0), vo = (1,0,1,4,4) et v3 = 
(1,1,1,0,0). Montrons que la famille {v1,v2,v3} est libre dans RŽ. Pour cela, calculons le rang 
de cette famille de vecteurs ou, ce qui revient au même, celui de la matrice suivante : 


O Ne Ne 
BE & Eh © 
SO Oh RH HA 


Par des opérations élémentaires sur les colonnes, on obtient : 


1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 
2 0 1 2 -2 -1 2 -1 -1 2 -1 0 
1 1 1|~|1 0 O!-11 0 O0O!|-]1 0 0 
2 40 2 2 -2 2 1 -2 2 1 -3 
0 4 0 0 4 0 0 2 0 0 2 -2 


Comme la dernière matrice est échelonnée par colonnes et que ses 3 colonnes sont non nulles, 
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on en déduit que la famille {v1,v2,v23} constituée de 3 vecteurs est de rang 3, et donc qu’elle 
est libre dans RS. 


Exemple 267 


Considérons les quatre vecteurs suivants dans R : vı = (1,2,3) , vo = (2,0,6), v3 = (3,2,1) et 
v4 = (—-1,2,2). Montrons que la famille {v1,v2,v3,v4} engendre R3. Pour cela, calculons le rang 
de cette famille de vecteurs ou, ce qui revient au même, celui de la matrice suivante : 


1 2 3 -1 

2 0 2 2 

3 6 1 2 

Par des opérations élémentaires sur les colonnes, on obtient : 


-1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 
~|2 -4 —-4 4|~|2 -4 0 O01-|2 -4 0 0j]. 


La famille {v1,v2,v3,v4} est donc de rang 3. Cela signifie que Vect(vi,v2,v3,v4) est un sous- 
espace vectoriel de dimension 3 de RÌ. On a donc Vect(v1,v2,v3,v4) = R3. Autrement dit, la 
famille {v1,v2,v3,v4} engendre R3. 


1.5. Rang et matrice inversible 


Nous anticipons sur la suite, pour énoncer un résultat important : 


Théorème 75. Matrice inversible et rang 


Une matrice carrée de taille n est inversible si et seulement si elle est de rang n. 


La preuve repose sur plusieurs résultats qui seront vus au fil de ce chapitre. 
Démonstration 


Soit A une matrice carrée d'ordre n. Soit f Pendomorphisme de K” dont la matrice dans la base 
canonique est A. On a les équivalences suivantes : 
A derang n <> f derangn 
<=> f surjective 
<> f bijective 
<> A inversible. 
Nous avons utilisé le fait qu’un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie est bijectif si 
et seulement s’il est surjectif et le théorème sur la caractérisation de la matrice d’un isomorphisme. 


1.6. Rang engendré par les vecteurs lignes 


On a considéré jusqwici une matrice À € Mn,p comme une juxtaposition de vecteurs colonnes 
(V1... Up) et défini rgA = dim Vect(v1,..., Vp). Considérons maintenant que A est aussi une super- 
position de vecteurs lignes (w1,...,Wn). 
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Proposition 129 


rg À = dim Vect(w1,...,Wn) 


Nous admettrons ce résultat. Autrement dit : l’espace vectoriel engendré par les vecteurs colonnes 
et l’espace vectoriel engendré par les vecteurs lignes sont de même dimension. 
Une formulation plus théorique est que le rang d’une matrice égale le rang de sa transposée : 


rgA =rgAT 


Attention! Les dimensions dim Vect(v1,...,v,) et dim Vect(w1,...,w,) sont égales, mais les espaces 
vectoriels Vect(v1,...,v,) et Vect(w1,...,wA) ne sont pas les mêmes. 


Mini-exercices 


. Quel est le rang de la famille de vecteurs ((2) R (4) ; (2) l (2) ? 
Même question pour (( i) : (i) ; 6) en fonction du paramètre t ER. 
1 2 -4 -2 
. Mettre sous forme échelonnée par rapport aux colonnes la matrice [O -2 4 2 
1 1 © 


Calculer son rang. Idem avec 


1 


2 4 -5 -7 
. Calculer le rang de |-1 3 1 2 | en fonction de a et b. 
1 a -2 b 


. Calculer les rangs précédents en utilisant les vecteurs lignes. 


. Soit f : E — F une application linéaire. Quelle inégalité relie rg(f(v1),...,f(Up)) et 


rg(v1,... Up)? Que se passe-t-il si f est injective ? 


2. Applications linéaires en dimension finie 


Lorsque f : E — F est une application linéaire et que E est de dimension finie, la théorie de la 
dimension fournit de nouvelles propriétés très riches pour l'application linéaire f. 


2.1. Construction et caractérisation 


Une application linéaire f : E — F, d’un espace vectoriel de dimension finie dans un espace vec- 
toriel quelconque, est entièrement déterminée par les images des vecteurs d’une base de l’espace 
vectoriel E de départ. C’est ce qu’affirme le théorème suivant : 
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Théorème 76. Construction d’une application linéaire 


Soient E et F deux espaces vectoriels sur un même corps K. On suppose que l’espace vectoriel 
E est de dimension finie n et que (e1,...,e,) est une base de E. Alors pour tout choix (v1,...,v) 


de n vecteurs de F, il existe une et une seule application linéaire f : E — F telle que, pour 


tout i =1,...,n : 


f(ei)=vi. 


Le théorème ne fait aucune hypothèse sur la dimension de l’espace vectoriel d'arrivée F. 


Exemple 268 


Il existe une unique application linéaire f : R” — R[X] telle que f (e;)=(X + 1) pouri=1,...,n 
(où (e1,...,e,) est la base canonique de R”). 
Pour un vecteur x =(x1,...,x,),on a 


f&r.. Xn) = f(t1e1 ++ Xren) =x1fle1)+ +anflen)= D xX +1). 
i=1 


Démonstration 


— Unicité. Supposons qu’il existe une application linéaire f : E — F telle que f (ei) = vi, pour tout 
i=1,...,n. Pour x € E, il existe des scalaires x1,x2,...,x, uniques tels que x = }?_; xiei. Comme 
f est linéaire, on a 


pO=r|È mei) =È aen- $ nv (+) 
i=l i=l j= 


i=1 


Donc, si elle existe, f est unique. 

— Existence. Nous venons de voir que s’il existe une solution c’est nécessairement l'application 
définie par léquation (+). Montrons qu’une application définie par l'équation (+) est linéaire et 
vérifie f(e;) = vi. Si (x1,...,Xn) (resp. y = (y1,...,yh)) sont les coordonnées de x (resp. y) dans la 
base (e1,...,e:), alors 


Qxi+uyif(ei)= AY xifle;)+u D vifte:) = Af(x)+ uf). 


n 
i=1 i=1 i=1 


fass u= f$ an tuse] = j 


i=1 


Enfin les coordonnées de e; sont (0,...,0,1,0,...,0) (avec un 1 en i-ème position), donc f(e;) = 
1-v;=v;i. Ce qui termine la preuve du théorème. 


2.2. Rang d’une application linéaire 


Soient E et F deux K-espaces vectoriels et soit f : E — F une application linéaire. On rappelle que 
l’on note f(E) par Imf, c’est-à-dire Imf = {f (x)|x € E}. Im f est un sous-espace vectoriel de F. 


Proposition 130 


Si E est de dimension finie, alors : 

— Imf = f(E) est un espace vectoriel de dimension finie. 

— Si (e1,...,e,) est une base de E, alors Im f = Vect (f(e1),...,f(en)). 
La dimension de cet espace vectoriel Im f est appelée rang de f : 


rg(f)=dimImf = dim Vect (f(e1),...,f(en)) 
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Démonstration 

Il suffit de démontrer que tout élément de Im f est combinaison linéaire des vecteurs f(e1),...,f(eh). 

Soit y un élément quelconque de Imf. Il existe donc un élément x de E tel que y = f(x). Comme 
n 


(e1,...,en) est une base de Æ, il existe des scalaires (x1,...,x,) tels que x = dues En utilisant la 
i=1 


n 
linéarité de f, on en déduit que y = f(x) = y xif (ei), ce qui achève la démonstration. 
i=1 


Le rang est plus petit que la dimension de E et aussi plus petit que la dimension de F, si F est de 
dimension finie : 


Proposition 131 


Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et f : E — F une application 
linéaire. On a 


rg(f)<min (dim E, dim F). 


Exemple 269 


Soit f : R° — RÊ l'application linéaire définie par f(x, y,z) = (3x — 4y + 2z,2x — 3y- z). Quel est 
le rang de f ? 
. 1 0 0 . 3 
Si on note e1 = (o), e2 = (1) et e3 = (0), alors (e1,e2,e3) est la base canonique de R°. 
Il s’agit de trouver le rang de la famille {v1,Vv2,v3} : 


vi=ften=f(o)=(5) vz=feD=f(1] =C) vs=fe»=f(0)=(2) 


ou, ce qui revient au même, trouver le rang de la matrice 


i= ; -4 2 | 
2 -3 -1 
Commençons par estimer le rang sans faire de calculs. 
- Nous avons une famille de 3 vecteurs donc rgf < 3. 
— Mais en fait les vecteurs v1,v2,v3 vivent dans un espace de dimension 2 donc rgf < 2. 
— f west pas l’application linéaire nulle (autrement dit v1,v2,v3 ne sont pas tous nuls) 
donc rgf > 1. 
Donc le rang de f vaut 1 ou 2. Il est facile de voir que v et v2 sont linéairement indépendants, 
donc le rang est 2 : 


rgf = rg(f(e1), f(e2), f(e3)) = dim Vect(v1,va,u3) = 2 


Remarque : il est encore plus facile de voir que le rang de la matrice À est 2 en remarquant 
que ses deux seules lignes ne sont pas colinéaires. 


2.3. Théorème du rang 


Le théorème du rang est un résultat fondamental dans la théorie des applications linéaires en 
dimension finie. 
On se place toujours dans la même situation : 

- f:E — F est une application linéaire entre deux K-espaces vectoriels, 

— E est un espace vectoriel de dimension finie, 
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- le noyau de f est Kerf = {x € E | f(x) = Or} ; Cest un sous-espace vectoriel de E, donc Ker f 


est de dimension finie, 


— l'image de 


f est Imf = f(E) = { f(x)|lxe E}; c’est un sous-espace vectoriel de F et est de 


dimension finie. 


Le théorème du rang donne une relation entre la dimension du noyau et la dimension de limage 


de f. 


Théorème 77. Théorème du rang 


Soit f : E — F une application linéaire entre deux K-espaces vectoriels, E étant de dimension 


finie. Alors 


dim £E = dim Ker f + dimIm f J 


Autrement dit : 


dim E = dimKerf +rg f 


Dans la pratique, cette formule sert à déterminer la dimension du noyau connaissant le rang, ou 


bien le rang connaissant la dimension du noyau. 


Exemple 270 


Soit l’application linéaire 


(x 


f : É — FR 
1,X2,X3,%4) — (x1-x2+x3,2x1 + 2x9 + 6x3 + 4x4, —x1 — 2X3 — x4) 


Calculons le rang de f et la dimension du noyau de f. 


—- Première méthode. On calcule d’abord le noyau : 


X1 =. KI +  X3 
(x1,%2,%3,x%4)E Kerf = f(x1,x2,x8,x%4) = (0,0,0) => À 2x1 + 2x2 + 6x3 + 4x4 
—X1 — 2x3 — x4 
On résout ce système et on trouve qul est équivalent à 
xı — X2 + X3 = 0 
x2 + x3 + x4 = 0 


On choisit x3 et x4 comme paramètres et on trouve : 


_2 Sf —2 
Ker f = f(-2x3-x4,-x3-x4, 23,14) | x3, %4 € R} = fxs (x) sxa) | x3,%4 € r} = Vect ((7) íl 


0 


Les deux vecteurs définissant le noyau sont linéairement indépendants, donc dim Ker f = 


2. 


On applique maintenant le théorème du rang pour en déduire sans calculs la dimension 
de l’image : dimImf = dim Rt - dim Ker f = 4 - 2 = 2. Donc le rang de f est 2. 
- Deuxième méthode. On calcule d’abord l’image. On note (e1,e2,e3,e4) la base cano- 


nique de 


Rt. Calculons v; = f(e;): 


n=fen=fl ]=() u= fe) =f | 


}-() 


OQOOH 
oOo. 


© 
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v=fe)=f(?]=(}) u=reo-r(à]-(1) 


=1 


On réduit la matrice A, formée des vecteurs colonnes, sous une forme échelonnée : 


1 -1 1 0 1 0 0 0 
A=|2 2 6 41]-|2 4 00 
-1 0 2 -1 1 -1 0 0 


Donc le rang de A est 2, ainsi rgf = dimImf = dim Vect (f (e1), f (e2), f (e3), f(e4)) = 2. 
Maintenant, par le théorème du rang, dimKerf = dimRt -rgf =4-2=2. 
On trouve bien sûr le même résultat par les deux méthodes. 


Exemple 271 


Soit l'application linéaire 
F:RALXI — R,[X] 
P(X) — P"(X) 


où P”(X) est la dérivée seconde de P(X). Quel est le rang et la dimension du noyau de f ? 
—- Première méthode. On calcule d’abord le noyau : 


P(X)c Kerf = f(P(X))=0 = P"(X)=0 = P'(X)=a = P(X)=aX +b 


où a,b € R sont des constantes. Cela prouve que Ker f est engendré par les deux poly- 
nômes : 1 (le polynôme constant) et X. Ainsi Ker f = Vect(1,X). Donc dim Ker f = 2. Par 
le théorème du rang, rg f = dim Im f = dimR,[X]-dimKerf = (n+ 1)-2=n-1. 

- Deuxième méthode. On calcule d’abord l’image : (1,X,X 2... X”) est une base de 
l’espace de départ R,[X], donc rgf = dimImf = dimVect{f(1),f(X),...,f(X")). Tout 
d’abord, f(1) = 0 et f(X) = 0. Pour k > 2, f(X*) = k(k - 1)X*-2. Comme les degrés sont 
échelonnés, il est clair que {f(X?), f(X?),..., f(X") = {2,6X,12X?,... n(n - 1)X"° 2} 
engendre un espace de dimension n — 1, donc rgf = n -— 1. Par le théorème du rang, 
dim Ker f = dimR,[X]-rgf =(n+1)-(n-1)=2. 


Démonstration Preuve du théorème du rang 


— Premier cas : f est injective. 
En désignant par (e1,...,e,) une base de E, nous avons vu que la famille à n éléments 
(f(e1),.…,f(er)) est une famille libre de F (car f est injective), donc une famille libre de Imf. 
De plus, {f (e1),...,f(en)} est une partie génératrice de Im f. Donc (f(e1),...,f(en)) est une base 
de Im f. Ainsi dim Im f = n, et comme f est injective, dim Ker f = 0, et ainsi le théorème du rang 
est vrai. 

— Deuxième cas : f n’est pas injective. 
Dans ce cas le noyau de f est un sous-espace de E de dimension p avec 1< p <n. Soit (£1,...,€p) 
une base de Ker f. D’après le théorème de la base incomplète, il existe n — p vecteurs €p:1,...,€n 
de E tels que (£1,€2,...,€h) soit une base de E. 
Alors Im f est engendrée par les vecteurs f(e1), f(e2),...,f (€n). Mais, comme pour tout i vérifiant 
1<i<pona/f(e;)=0,Imf est engendrée par les vecteurs f(£p:1),...,f(en). 
Montrons que ces vecteurs forment une famille libre. Soient a,:1,...,@, des scalaires tels que 


Ap+1f (Ep+1) + +++ a4nf (En) = 0. 


Puisque f est linéaire, cette égalité équivaut à légalité f (a p+1€p+1++ anEn) = 0, qui prouve 
que le vecteur &«p+1E€p+1+'*'+@nEn appartient au noyau de f. Il existe donc des scalaires 41,..., Ap 


1430 | Matrices et applications linéaires 


tels que 
Qp+1Ep+1 +'': + QnEn = 11€ ++ ÅpEp. 


Comme (€1,€2,...,€n) est une base de E, les vecteurs £1,€2,...,E€n sont linéairement indépendants 
et par conséquent pour tout i = 1,...,p, Ai = 0, et pour tout i = p +1,...,n, œi = 0. Les vecteurs 
f(E€p+1),---, f (En) définissent donc bien une base de Im f. Ainsi le sous-espace vectoriel Imf est 
de dimension n — p, ce qui achève la démonstration. 

On remarquera le rôle essentiel joué par le théorème de la base incomplète dans cette démonstration. 


2.4. Application linéaire entre deux espaces de même dimension 


Rappelons qu’un isomorphisme est une application linéaire bijective. Un isomorphisme implique 
que les espaces vectoriels de départ et ď’'arrivée ont la même dimension. 


Proposition 132 


Soit f : E — F un isomorphisme dď’espaces vectoriels. Si E (respectivement F) est de dimension 
finie, alors F (respectivement E) est aussi de dimension finie et on a dim E = dim F. 


Démonstration 


Si E est de dimension finie, alors comme f est surjective, F = Imf, donc F est engendré par l’image 
d’une base de E. On a donc F de dimension finie et dimF < dimE. De même f~t : F —E est un 
isomorphisme, donc f~ 1(F) = E, ce qui prouve cette fois dim E < dim F. 

Si c’est F qui est de dimension finie, on fait le même raisonnement avec f~t. 


Nous allons démontrer une sorte de réciproque, qui est extrêmement utile. 
Théorème 78 


Soit f : E — F une application linéaire avec E et F de dimension finie. 
Supposons dim E = dim F. Alors les assertions suivantes sont équivalentes : 


(i) f est bijective 


Gi) f est injective 
Gii) f est surjective 


Autrement dit, dans le cas ďune application linéaire entre deux espaces de même dimension, 
pour démontrer qu’elle est bijective, il suffit de démontrer l’une des deux propriétés : injectivité ou 
surjectivité. 

Démonstration 


C’est immédiat à partir du théorème du rang. En effet, la propriété f injective équivaut à Ker f = 
{0}, donc d’après le théorème du rang, f est injective si et seulement si dim Im f = dim£E. D’après 
l'hypothèse sur l'égalité des dimensions de E et de F, ceci équivaut à dim Im f = dim F. Cela équivaut 
donc à Im f = F, c’est-à-dire f est surjective. 


Exemple 272 


Soit f : R? — R? définie par f(x, y) = (x-y,x+ y). Une façon simple de montrer que l'application 
linéaire f est bijective est de remarquer que l’espace de départ et l’espace d'arrivée ont même 
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dimension. Ensuite on calcule le noyau : 


x+y 
X— y 


<> (x, y) = (0,0) 


(x,y)Ee Kerf => f(x, y)=0 => (x-y,x+ y) = (0,0) = | 


Ainsi Ker f = {(0,0)} est réduit au vecteur nul, ce qui prouve que f est injective et donc, par 
le théorème 78, que f est un isomorphisme. 


Exemple 273 


On termine par la justification que si une matrice admet un inverse à droite, alors c’est aussi 
un inverse à gauche. La preuve se fait en deux temps : (1) existence d’un inverse à gauche ; 
(2) l'égalité des inverses. 
Soit À € M,(K) une matrice admettant un inverse à droite, c’est-à-dire il existe B € M,(K) tel 
que AB = I. 

1. Soit f : M,(K) — M,(K) définie par f(M) = MA. 

(a) f est une application linéaire, car f (AM + uN) = (AM + uN)A = Af (M) + uf (N). 

(b) f est injective : en effet supposons f (M) = O (où O est la matrice nulle), cela donne 
MA = O. On multiplie cette égalité par B à droite, ainsi MAB = OB, donc MI = O, 
donc M =0. 

(c) Par le théorème 78, f est donc aussi surjective. 

(d) Comme f est surjective, alors en particulier l’identité est dans l’image de f. C’est- 
à-dire il existe C € M,(K) tel que f(C) = 1. Ce qui est exactement dire que C est un 
inverse à gauche de À : CA =I. 


2. Nous avons AB = I et CA = I. Montrons B = C. Calculons CAB de deux façons : 
(CA)B=1B=B etC(AB)=CI=C 


donc B =C. 


Mini-exercices 


1. Soit (e1,e2,e3) la base canonique de R$. Donner l'expression de f(x, y,z) où f : R3 — R3 
est l’application linéaire qui envoie e1 sur son opposé, qui envoie e2 sur le vecteur nul 
et qui envoie e3 sur la somme des trois vecteurs e1,e2,e3. 


2. Soit f : R? — R? définie par f(x,y,z) = (x — 2y — 3z,2y +32). Calculer une base du noyau 
de f, une base de l’image de f et vérifier le théorème du rang. 


3. Même question avec f : R? — R? définie par f(x, y,z)=(—-y+2,x+2,x + y). 


4. Même question avec l'application linéaire f : R,[X]— R,[X1] qui à X associe X*-1 pour 
1<k<n et qui à 1 associe 0. 


5. Lorsque c’est possible, calculer la dimension du noyau, le rang et dire si f peut être 
injective, surjective, bijective : 
- Une application linéaire surjective f : R’ — R4. 
- Une application linéaire injective f : R° — R$. 
- Une application linéaire surjective f : Rt — R4. 
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- Une application linéaire injective f : R — RS. 


3. Matrice d’une application linéaire 


Nous allons voir qu’il existe un lien étroit entre les matrices et les applications linéaires. À une 
matrice on associe naturellement une application linéaire. Et réciproquement, étant donné une 
application linéaire, et des bases pour les espaces vectoriels de départ et d'arrivée, on associe une 
matrice. 


Dans cette section, tous les espaces vectoriels sont de dimension finie. 


3.1. Matrice associée à une application linéaire 


Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Soient p la dimension de E et % = 
(e1,...,e,) une base de E. Soient n la dimension de F et B'=(f1,..., fn) une base de F. Soit enfin 
f :E — F une application linéaire. 
Les propriétés des applications linéaires entre deux espaces de dimension finie permettent d’affir- 
mer que : 
— l'application linéaire f est déterminée de façon unique par l’image d’une base de E, donc par 
les vecteurs f(e1), f(e2),...,f(ep). 
- Pour j € {1,...,p}, f(e;) est un vecteur de F et s’écrit de manière unique comme combinaison 
linéaire des vecteurs de la base Z'=(f1,f2,...,fh) de F. 
Il existe donc n scalaires uniques a1,;,a2,j,...,an,; (parfois aussi notés a1;,a2;,...,an;) tels 
que 
a 1,j 
a2,j 
fej)=a1,;f1+a2,;f2 + +@njfn = 
An,j æ! 


Ainsi, l’application linéaire f est entièrement déterminée par les coefficients (a; ;)G,je{1,.n)x{1..,p}- 
Il est donc naturel d'introduire la définition suivante : 


Définition 120 


La matrice de l’application linéaire f par rapport aux bases B et Z’ est la matrice 
(ai j) € Mn,p(K) dont la j-ème colonne est constituée par les coordonnées du vecteur f(e ;) dans 
la base Z' = (f1,f2,..., fn) : 


FCD c CES AI 


fı | au aij aip 
f2 | az a2j a2p 
fn an1 Anj >..  Anp 


En termes plus simples : c’est la matrice dont les vecteurs colonnes sont l’image par f des vecteurs 
de la base de départ 2, exprimée dans la base d'arrivée Z'. On note cette matrice Matz g'(f). 


Matrices et applications linéaires 1433 


Remarque 


- La taille de la matrice Matz &(f) dépend uniquement de la dimension de E et de celle 
de F. 

— Par contre, les coefficients de la matrice dépendent du choix de la base Z de E et de la 
base Z' de F. 


Exemple 274 
Soit f l'application linéaire de R? dans R? définie par 


f : R — R 
(x1,%2,%x3) — (x1+x%9 —x3,x1 — 2x2 + 8x3) 
Il est utile d'identifier vecteurs lignes et vecteurs colonnes; ainsi f peut être vue comme 
3 3 ” xı X1+X2—X3 
l'application f : (2) = (a oxat3xa )- 
Soient Z = (e1,e2,e3) la base canonique de R? et Z/ = (f1, f2) la base canonique de Rĉ. C’est-à- 


1 0 (0) 1 0 
e1=|0| e2= e3=|0 n= =f] 
(0) 1 

(0) (0) 1 


1. Quelle est la matrice de f dans les bases Z et Z'? 

- On a f(e1)= f(1,0,0) = (1,1) = fı + f2. La première colonne de la matrice Matg g (f) 
est donc (}). 

— De même f(e2) = f (0,1,0) = (1,—2) = fı -2f2. La deuxième colonne de la matrice 
Matg,g'(f) est donc ( 1). 

- Enfin f(e3) = f(0,0,1) = (—-1,3) = -fı + 3f2. La troisième colonne de la matrice 
Matz,æ(f) est donc (4). 

Ainsi : 


m 


1 1 -1 
Mat = À k ;) 


2. On va maintenant changer la base de l’espace de départ et celle de l’espace d'arrivée. 
Soient les vecteurs 


1 1 0 1 1 
€1=ļ|1 E€&2=]|0 €3=ļ|1 D1 = o pa = f 
0 1 1 


On montre facilement que o = (£1,€2,€3) est une base de R et Bi = (ġ1, 2) est une 
base de R2. 


Quelle est la matrice de f dans les bases 0 et BR ? 


f(e1) = f(1,1,0) = (2,-1) = 31 — pa, f(e2) = f(1,0,1) = (0,4) = —-4p1 + 4ho, f(€3) = 
f(0,1,1)= (0,1) = —1 + 2, donc 


3 4 a 


Mata, g (f)= 
ata, af) E 4 1 


Cet exemple illustre bien le fait que la matrice dépend du choix des bases. 
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3.2. Opérations sur les applications linéaires et les matrices 


Proposition 133 


Soient f,g : E — F deux applications linéaires et soient Z une base de E et Z/ une base de 


F. Alors : 
- Matz 3 (f + 8) = Matz (f) + Matg,z' (e) 
- Matg gz (Af) = 1Matz z(f) 


Autrement dit, si on note : 
A=Matz,g(f)  B=Mats,z(g)  C=Matzz(f +8)  D=Matz æ (Af) 


Alors : 
C=A+B D = A 


Autrement dit : la matrice associée à la somme de deux applications linéaires est la somme des 
matrices (à condition de considérer la même base sur l’espace de départ pour les deux applications 
et la même base sur l’espace d'arrivée). Idem avec le produit par un scalaire. 


Ce qui est le plus important va être la composition des applications linéaires. 


Proposition 134 


Soient f : E — F et g : F — G deux applications linéaires et soient Z une base de E, Z/ une 


base de F et Z" une base de G. Alors : 
Mat, z(e 0° f) = Mat, 3"(8) x Mat, æ(f) 


Autrement dit, si on note : 


A = Mat, æ(f) B = Matg' g" (e) C = Matg "(go f) 


Alors 
C=BxA 


Autrement dit, à condition de bien choisir les bases, la matrice associée à la composition de deux 
applications linéaires est le produit des matrices associées à chacune d'elles, dans le même ordre. 
En fait, le produit de matrices, qui semble compliqué au premier abord, est défini afin de corres- 
pondre à la composition des applications linéaires. 


Démonstration 


Posons p = dim(Æ) et Z = (e1,...,e,) une base de E; n = dimF et Z' = (f1,...,fn) une base de F; 
q = dimG et B" = (g1,...,8q) une base de G. Écrivons A = Matg æ(f) = (aij) € Mn p la matrice de F, 
B=Matz g" (g) =(bij)€ Mon la matrice de g, C = Matg g" (8° f) = (cij) € Mq, la matrice de gof. 
Ona 
(gofXe1) = g(f(e1)) 
= g(ayfit::+anifn) 
= aug(f1)+:-+an18(fn) 


= anfongi +++ bg18a) F ++ @n1[bing1 +: + banga] 


Matrices et applications linéaires 1435 


Ainsi, la première colonne de C = Matz "(go f) est 


a11011+--+@n101n 
@11021+---+@n109n 


a110q1 Ho +@n10qn 


Mais ceci est aussi la première colonne de la matrice BA. En faisant la même chose avec les autres 
colonnes, on remarque que C = Matz "(go f) et BA sont deux matrices ayant leurs colonnes égales. 
On a donc bien légalité cherchée. 


Exemple 275 


On considère deux applications linéaires : f : R? — Rê et g: R? — R2. On pose E = R?, F =R, 
G = RÊ avec f:E —F,g:F —G. On se donne des bases : Z = (e1,e2) une base de E, Z' = 
(f1, f2, f3) une base de F, et 2" = (g1, g2) une base de G. 

On suppose connues les matrices de f et g : 


1 0 
2 -1 0 
A =Matg æ(f)=|1 1|eM32 B = Mat aro) |, i p| = Mas 
0 2 


Calculons la matrice associée à go f : E —G,C=Matz z"(g 0 f), de deux façons différentes. 


1. Première méthode. Revenons à la définition de la matrice de l'application linéaire gof. 
Il s’agit d'exprimer l’image des vecteurs de la base de départ Z dans la base d'arrivée 
B". C'est-à-dire qu’il faut exprimer go f(e ;) dans la base (g1, 82). 

- Calcul des f(e;). On sait par définition de la matrice A que f(e:) correspond au 
premier vecteur colonne : plus précisément, f(e1)= Gi), = 1f1+1f9 +0f3 = fi + f2. 
De même, f(e2)= (1) _ = 0f1 + 1f2+ 2fa = fa + 2f3. 

Calcul des g(f;). Par définition, g(f;) correspond à la j-ème colonne de la matrice B : 


1 


2 
3 


0 


«= |] =2g1 +382 ao | | = -g1+82 auo= |] = 2g9 
B" p" gp" 


Calcul des go f(e j). Pour cela on combine les deux séries de calculs précédents : 
8° f(e1) = g(f1 + fa) =8lf1)+8(f2) = (281 +382)+(-81 +82) = 81 +482 


gof (e2) = g(f2 + 2f3) = 8(f2)+28(f3)=(-81 + 82) +2(282) = -81 +582 


Calcul de la matrice C = Matz g"(go f) : cette matrice est composée des vecteurs 
go f(e j) exprimés dans la base Z”. Comme 


1 -1 
alors e=| | 


=j 
gofted=-s1+582=| | me 


1 
gof(e1)=81 +482 -| | 


p" g" 


On trouve bien une matrice de taille 2 x 2 (car l’espace de départ et ďarrivée de gof est 
R2). 
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2. Deuxième méthode. Utilisons le produit de matrices : on sait que C = BA. Donc 
2 -1 0 n 1 -1 
Matg zr(gof)=C=BxA= x|1 1|= 
? 3 1 2 j9 4 5 


Cet exemple met bien en évidence le gain, en termes de quantité de calculs, réalisé en passant 
par lintermédiaire des matrices. 


3.3. Matrice d’un endomorphisme 


Dans cette section, on étudie la cas où l’espace de départ et l’espace d’arrivée sont identiques : 
f :E — E est un endomorphisme. Si dimE = n, alors chaque matrice associée à f est une matrice 
carrée de taille n xn. 
Deux situations : 
— Si on choisit la même base % au départ et à l’arrivée, alors on note simplement Matg(f) la 
matrice associée à f. 
— Mais on peut aussi choisir deux bases distinctes pour le même espace vectoriel E ; on note 
alors comme précédemment Matz æ(f). 


Exemple 276 


— Cas de l’identité : id: E — E est définie par id(x) = x. Alors quelle que soit la base Z de 
E, la matrice associée est la matrice identité : Mat(id) = 7,. (Attention! Ce n’est plus 
vrai si la base d’arrivée est différente de la base de départ.) 

— Cas d’une homothétie h 1 :E — E, ha(x) = 1 -x (où AEK est le rapport de l’homothétie) : 
Matæ(h 1) = ÀAl;. 

— Cas d’une symétrie centrale s : E — E, s(x) = -x : Matg(s) = -1,. 

- Cas de rọ : R? — R? la rotation d’angle 0, centrée à l’origine, dans l’espace vectoriel R? 
muni de la base canonique #2. Alors rg(x, y) = (xcos0 — ysin0,xsin 0 + ycos0). On a 


Matata = coag -sin | 
sin  cosô 


Dans le cas particulier de la puissance d’un endomorphisme de E, nous obtenons : 
Corollaire 27 


Soient E un espace vectoriel de dimension finie et Z une base de E. Soit f : E — E une 
application linéaire. Alors, quel que soit p EN: 


Matz(f?)= (Matz(f)}? 


Autrement dit, si A est la matrice associée à f, alors la matrice associée à fP = fofo---of est 
— —— 


p occurrences 
AP=AxAx:..xA. La démonstration est une récurrence sur p en utilisant la proposition 134. 
——  — 


p facteurs 
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Exemple 277 


Soit ro la matrice de la rotation d'angle 0 dans R?. La matrice de a est : 


NE 
Mata(rh) = (Mata(ro)}? = = - 


sinô cos 


Un calcul par récurrence montre ensuite que 


p,_[cos(p0) -sin(p0) 
Matz(r,)= eo spor l 


ce qui est bien la matrice de la rotation ďangle p0 : composer p fois la rotation ď’'angle 0 
revient à effectuer une rotation d'angle p0. 


3.4. Matrice d’un isomorphisme 


Passons maintenant aux isomorphismes. Rappelons qu’un isomorphisme f : E — F est une appli- 
cation linéaire bijective. Nous avons vu que cela entraîne dimE = dim F. 


Théorème 79. Caractérisation de la matrice d’un isomorphisme 


Soient E et F deux K-espaces vectoriels de même dimension finie. Soit f : E — F une applica- 
tion linéaire. Soient une base de E, Z/ une base de F et A = Matz,æ(f). 


1. f est bijective si et seulement si la matrice A est inversible. Autrement dit, f est un 
isomorphisme si et seulement si sa matrice associée Matz g'(f) est inversible. 


2. De plus, si f : E — F est bijective, alors la matrice de l'application linéaire f~t :F > E 


est la matrice A-!. Autrement dit, Mat af 1) = (Mata, a f ) 


Voici le cas particulier très important d’un endomorphisme f :E — E où E est muni de la même 
base Z au départ et à l’arrivée et A = Matz(f). 


Corollaire 28 


— f est bijective si et seulement si A est inversible. 


- Si f est bijective, alors la matrice associée à f~t dans la base Z est A1. 


Autrement dit : Matz(f 1) = (Matz(f)) t. 
Exemple 278 


Soient r : R? — RÊ la rotation d’angle g (centrée à l’origine) et s la réflexion par rapport à laxe 
(y = x). Quelle est la matrice associée à (sor)-1 dans la base canonique Z? 
cos 0 Pr : [> 
RE: 
2 


- Pour 0 =, on trouve la matrice A =Matz(r)=| . 
sinf  cos0 


O 1 
— La matrice associée à la réflexion est B = Matz(s) = k à 


PI 


v3 
_ La matrice de sor ost B xA | | 


vjgm= 
NI= 
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- La matrice de (sor)-l est (BA)! = 


a 
ni VE 


1 x3 
| = p A | On aurait aussi pu 
2 2 


vj 


calculer ainsi : (BA) -1=A-1B-1=... 
- On note que (BA)! = BA ce qui, en termes d’applications linéaires, signifie que (sor) t = 
sor. Autrement dit, sor est son propre inverse. 


Démonstration Preuve du théorème 79 
On note A = Matg g'(f). 
- Si f est bijective, notons B = Mat g(f D). Alors par la proposition 134 on sait que 


BA=Matg,a(f ~") x Mata æ (f) = Matg alf~" o f)= Matag alidg)= 1. 


De même AB = I. Ainsi A = Matz g'(f) est inversible et son inverse est B = Mat af À). 
- Réciproquement, si À = Matz æ(f) est une matrice inversible, notons B = AT, Soitg:F—E 
l'application linéaire telle que B = Mat 4(g). Alors, toujours par la proposition 134 : 


Matz z(o f) = Matæ gle) x Matz,3(f) = BA =I 


Donc la matrice de gof est l'identité, ce qui implique g of = idg. De même f og = idp. Ainsi f 
est bijective (et sa bijection réciproque est g). 


Mini-exercices 


1. Calculer la matrice associée aux applications linéaires f; : R? — R? dans la base cano- 
nique : 
(a) fı la symétrie par rapport à laxe (Oy), 
(b) f2 la symétrie par rapport à l’axe (y = x), 
(c) fs le projection orthogonale sur l’axe (Oy), 


(d) f4 la rotation d’angle 7. 


Calculer quelques matrices associées à f; o fj et, lorsque c’est possible, à [a 


2. Même travail pour f; : R? — R? : 
(a) fı l’homothétie de rapport À, 
(b) f2 la réflexion orthogonale par rapport au plan (Oxz), 
(c) f3 la rotation d’axe (Oz) ďangle -7, 


(d) f4 la projection orthogonale sur le plan (Oyz). 


4. Changement de bases 


4.1. Application linéaire, matrice, vecteur 


Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit 2 =(e1,e2,...,e,) une base de E. Pour chaque 
x€ E, il existe un p-uplet unique d'éléments de K (x1,x%2,...,x,) tel que 


X =X1e1 +X2e2 +: +Xpep. 
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X1 
X2 


La matrice des coordonnées de x est un vecteur colonne, noté Matg(x) ou encore 
Xp] B 
x1 
x2 


Dans R?, si Z est la base canonique, alors on note simplement | . | en omettant de mentionner 
Xp 
la base. 


Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et f : E — F une application linéaire. 
Le but de ce paragraphe est de traduire légalité vectorielle y = f(x) par une égalité matricielle. 
Soient Z une base de E et Z’ une base de F. 


Proposition 135 
- Soit A = Matz æ(f). 


- Pour x € E, notons X = Matz(x) = 


— Pour y €F, notons Y = Matg'(y)= 


Alors, si y = f(x), on a 


Autrement dit : 


Mat (f(x)) = Mat, æ (f) x Mat (x) 


Démonstration 


X1 
x2 
- On pose B = (e1,...,€p), B'=(f1,f2,..., fn), A = (ai j) = Matz,æ(f) et X = Matz(x) = | | 


Xp 
- Ona 


P P P n 
fG)= 1 se) = > xjfte;)= Żal au] 
j=1 j=1 j=1 (1 


En utilisant la commutativité de K,on a 


P P 
160) D 7 fier È an) fn 
El J=1 
Zj- 01jtj 
ye a2,jXj 
- La matrice colonne des coordonnées de y = f(x) dans la base (f1, f2,..., fn) est | ” ; 
Efy ant 
Djati a 
Ei 02,x% X2 
- Ainsi la matrice Y = Mat (f(x)) = i west autre que A | . |. 
. 


Done 
L=1 n.it) 
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Exemple 279 


Soient E un K-espace vectoriel de dimension 3 et 2 =(e1,e2,e2) une base de E. Soit f Pendo- 
morphisme de E dont la matrice dans la base Z est égale à 


1 2 1 
A=Matg(f)=|2 3 1|. 
1 1 0 


On se propose de déterminer le noyau de f et l’image de f. 
Les éléments x de E sont des combinaisons linéaires de e1, e2 et e3 : x = x1e1 + x2€92 + x3€3. 
Ona 


0 
xeKerf «= f(x)=0x > Matg(f(x))=|0 
0 


(0) X1 (0) 
<> AX=|0| = Alx|=10 
0 x3 (0) 
xı + 2x2 + x3 = 0 
<> 2x1 + 3x2 + x3 = 0 
X1 + X2 = 0 


On résout ce système par la méthode du pivot de Gauss. On trouve 
t 1 
Ker f = {x1e1 + x2e2 + x3eg € E | x1 + 2x2 + x3 = 0 et x2 + x3 = 0} = {(-) Ize K} = Vect{() 


Le noyau est donc de dimension 1. Par le théorème du rang, l’image Im f est de dimension 2. 
Les deux premiers vecteurs de la matrice À étant linéairement indépendants, ils engendrent 


In f : Im f = Vect{[2) (5) ,). 
4.2. Matrice de passage d’une base à une autre 


Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. On sait que toutes les bases de E ont n éléments. 


Définition 121 


Soit Z une base de E. Soit Z/ une autre base de E. 

On appelle matrice de passage de la base B vers la base Z', et on note Pg g', la matrice 
carrée de taille n x n dont la j-ème colonne est formée des coordonnées du j-ème vecteur de 
la base Z/, par rapport à la base 2. 


On résume en : 


La matrice de passage Pæ,g' contient - en colonnes - les coordonnées des 
vecteurs de la nouvelle base Z/ exprimés dans l’ancienne base Z. 


C’est pourquoi on note parfois aussi PZ,# par Matz(2). 
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Exemple 280 


Soit l’espace vectoriel réel R2. On considère 


On considère la base Z = (e1,e2) et la base Z' = (£1, £2). 
Quelle est la matrice de passage de la base Z vers la base Z'? 
Il faut exprimer €; et £2 en fonction de (e1,e2). On calcule que : 


-1 1 
E1=—e1+2e2 = E2=e+4e2 = 
2 | 4 


La matrice de passage est donc : 
p _|-1 À 
22 |2 4 


On va interpréter une matrice de passage comme la matrice associée à l’application identité de E 


B 


par rapport à des bases bien choisies. 


Proposition 136 


La matrice de passage Pg,g' de la base Z vers la base 2’ est la matrice associée à l'identité 


idg : (E, 2') — (E, 2) où E est l’espace de départ muni de la base Z’, et E est aussi l’espace 
d'arrivée, mais muni de la base %2 : 


Pæ, g = Matz (dE) | 


Faites bien attention à l’inversion de l’ordre des bases ! 


Cette interprétation est un outil fondamental pour ce qui suit. Elle permet d’obtenir les résultats 
de façon très élégante et avec un minimum de calculs. 


Démonstration 
On pose B = (e1,e2,...,en) et Æ'=(e',e,,.….,e,). On considère 


idg : (E,%8) — (E,Z) 
x — idg(x)=x 


On a idee”) = e'; =>};_ ai jei et Matg' glidg) est la matrice dont la j-ème colonne est formée des 


giy 
a2,j 


coordonnées de e', par rapport à , soit | Cette colonne est la j-ème colonne de Pg g. 


An,j 
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Proposition 137 


1. La matrice de passage d’une base Z vers une base Z/ est inversible et son inverse est 


-1 
égale à la matrice de passage de la base Z/ vers la base Z :| Pæ,2 = (Pæ, ) 
. Si Z, B' et Z" sont trois bases, alors | Pgz" = Pg, g' x Pæ g" i 


Démonstration 


1. On a Pg g' = Maty æ (idg). Donc, d’après le théorème 79 caractérisant la matrice d’un 


isomorphisme, P g = (Mat (ide)) t = Matyw(idy'). Or idp! = idg, donc Pis = 
Matz g' (idg) = Pæ' g- 


2. idg : (E, 2") — (E, 2) se factorise de la façon suivante : 
m idg n idg 
(E, 2B") — (E, 2) — (E, 2). 
Autrement dit, on écrit idg = idgoidg. Cette factorisation permet d’écrire légalité suivante : 
Matg' g (idg) = Matg' g (idg) x Mat g' (idg ), soit Pg g" = Pg g' x Pr g". 


Exemple 281 


Soit E = R? muni de sa base canonique Z. Définissons 


1 0 3 1 0 0 
Bı = „|-1].| 2 et B2=||—1|,|1|.| 0 
0 0 -1 0 0} \-1 


Quelle est la matrice de passage de 21 vers Z2? 


On a d’abord 
1 0 3 1 0 0 
Pgz =|1 -1 2 et Paz, =|-1 1 0j. 
0 0 -1 0 0 -1 


La proposition 137 implique que Pg,g, = Pg g, * PZ, 2,- Donc Pg, 2, = Paa x Pg g, En 
appliquant la méthode de Gauss pour calculer Pa a ON trouve alors : 


1 


1 0 3\ 1 0 0 1 0 3 1 0 0 1 0 -3 
Pa,2 =|1 -1 2 x|-1 1 0ļ]|=|1 -1 1jļx|-1 1 0ļ=|2 -1 -1|. 
0 0 -i 0 0 -i1 0 0 -i 0 0 -1 0 0 1 


Nous allons maintenant étudier l’effet dun changement de bases sur les coordonnées d’un vecteur. 
- Soient Z = (e1,€2,...,€n) et B' = (e},€9,-.- €h) deux bases d’un même K-espace vectoriel £. 
- Soit Pg g' la matrice de passage de la base Z vers la base Z. 
xı 
x2 
— Pour x€ E, il se décompose en x = È; Xie dans la base Z et on note X = Matg(x) = | . | ; 
En) B 
- Ce même x € E se décompose en x = }?_ xie’ dans la base Z' et on note X' = Matg'(x) = 
x 
x 
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Proposition 138 


X=Pas *X"] 


Notez bien l’ordre ! 


Démonstration 


Pæ g est la matrice de idg : (E, 2') — (E, B). On utilise que x = idg(x) et la proposition 135. On a : 


X = Matz(x) = Matz (idg(x)) = Matg' aide) x Matg' (x) = Pa xX' 


4.3. Formule de changement de base 


— Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie. 

- Soit f :E — F une application linéaire. 

- Soient Zg, Bi, deux bases de E. 

- Soient Zp, Bp deux bases de F. 

— Soit P = Pr Z, la matrice de passage de Bg à Zy. 

— Soit Q = Par,2!, la matrice de passage de Zr à Bp. 

- Soit À = Matg,,Zp(f) la matrice de l'application linéaire f de la base Zg vers la base Øp. 
- Soit B = Mata, 21 f) la matrice de lapplication linéaire f de la base Zp vers la base 7. 


Théorème 80. Formule de changement de base 


Démonstration 


L'application f : (E, B) — (F, 2p) se factorise de la façon suivante : 
(E, By) E (E, Be) L (F, Br) 2E (F, 2), 


c’est-à-dire que f = idp of oidg. 
On a donc légalité de matrices suivante : 


B. = Matag! g, f) 

= Matæ, z, Gdr) x Mats gpf) x Mata gplide) 
= Pa Br x Matgg, Zr (f) x Pagg, 
— Q ‘AP 


Dans le cas particulier d’un endomorphisme, nous obtenons une formule plus simple : 
- Soit f : E — E une application linéaire. 
- Soient Z, Z' deux bases de E. 
- Soit P =Pz,# la matrice de passage de B à 7. 
— Soit À = Mat;(f) la matrice de l'application linéaire f dans la base #2. 
- Soit B=Matz(f) la matrice de l'application linéaire f dans la base Z’. 
Le théorème 80 devient alors : 
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Corollaire 29 


Exemple 282 


Reprenons les deux bases de R? de l'exemple 281 : 


0 3 1 0 
2ı=||1|,|-1]|.| 2 et B2=||—1|,|1|.| 0 
0 -1 0 -1 


Soit f : R — R? Papplication linéaire dont la matrice dans la base Z4 est : 


1 0 -6 
A=Matz,(f)=|-2 2 -7 
0 0 3 


Que vaut la matrice de f dans la base 22, B = Matg, (f)? 


1. Nous avions calculé que la matrice de passage de 21 vers Lo était 


1 0 -3 
P=Pæ gz, =|2 -1 -1|. 
0 0 1 
1 0 3 
2. On calcule aussi P™t=|2 -1 5l. 
0 0 1 


3. On applique la formule du changement de base du corollaire 29 : 


1 0 3 1 0 -6\ /1 0 -3 1 0 0 
B=P™AP=|2 -1 5ļ|x|-2 2 -7|x[2 -1 -1|[=-|0 2 0 
0 0 1 0 0 3 0 0 1 0 0 3 


C’est souvent l'intérêt des changements de base, se ramener à une matrice plus simple. Par 
exemple ici, il est facile de calculer les puissances B*, pour en déduire les AŻ. 


4.4. Matrices semblables 


Les matrices considérées dans ce paragraphe sont des matrices carrées, éléments de M,(K). 


Définition 122 


Soient À et B deux matrices de M,(K). On dit que la matrice B est semblable à la matrice A 
s’il existe une matrice inversible P € M,(K) telle que B=P" AP. 


C’est un bon exercice de montrer que la relation « être semblable » est une relation d'équivalence 
dans l’ensemble M,,(K) : 
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Proposition 139 


— La relation est réflexive : une matrice A est semblable à elle-même. 


— La relation est symétrique : si A est semblable à B, alors B est semblable à A. 
— La relation est transitive : si A est semblable à B, et B est semblable à C, alors À est 
semblable à C. 


Vocabulaire : 

Compte tenu de ces propriétés, on peut dire indifféremment que la matrice À est semblable à la 
matrice B ou que les matrices À et B sont semblables. 

Le corollaire 29 se reformule ainsi : 


Corollaire 30 


Deux matrices semblables représentent le même endomorphisme, mais exprimé dans des 
bases différentes. 


Mini-exercices 


Soit f : R? — R? définie par f(x, y) = (2x + y,3x — 2y), Soit v = ( 2) € R? avec ses coordonnées 


dans la base canonique Zo de R?. Soit Z1 = ((3), (2)) une autre base de R?. 


1. Calculer la matrice de f dans la base canonique. 
. Calculer les coordonnées de f(v) dans la base canonique. 
3. Calculer la matrice de passage de Zo à 21. 
4. En déduire les coordonnées de v dans la base %4, et de f(v) dans la base %21. 


5. Calculer la matrice de f dans la base %1. 


3 
Même exercice dans R? avec f : R? — R3, f(x,y,z) = (x — 2y, y — 2z,z — 2x), v = (2) e R et 


æ = (1): G) 
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Déterminants 


1 Déterminant en dimension 2 et 3 
2 Définition du déterminant 

3 Propriétés du déterminant 

4 Calculs de déterminants 


5 Applications des déterminants 


Vidéo W partie Déterminant en dimension 2 et 3 


L; 
Vidéo W partie 2. Définition du déterminant 
Vidéo W partie 3. Propriétés du déterminant 
Vidéo W partie 4. Calculs de déterminants 
Vidéo M partie 5. Applications des déterminants 


Exercices ¢ Calculs de déterminants 


Le déterminant est un nombre que l’on associe à n vecteurs (v1,...,Un) de R”. Il correspond au 
volume du parallélépipède engendré par ces n vecteurs. On peut aussi définir le déterminant d’une 
matrice A. Le déterminant permet de savoir si une matrice est inversible ou pas, et de façon plus 
générale, joue un rôle important dans le calcul matriciel et la résolution de systèmes linéaires. 


Dans tout ce qui suit, nous considérons des matrices à coefficients dans un corps commutatif K, 
les principaux exemples étant K = R ou K = C. Nous commençons par donner l'expression du 
déterminant d’une matrice en petites dimensions. 


1. Déterminant en dimension 2 et 3 


1.1. Matrice 2x2 


En dimension 2, le déterminant est très simple à calculer : 
a b 
det =ad-bc. 


C’est donc le produit des éléments sur la diagonale principale (en bleu) moins le produit des 
éléments sur l’autre diagonale (en orange). 
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1.2. Matrice 3x3 


Soit À € M3(K) une matrice 3 x 3 : 


a11 a12 413 
A=[|az2 a22 aə3ļ. 
a31 432 433 


Voici la formule pour le déterminant : 
det A = a11a22a 33 + 412423431 + 413421432 — 43102204 13 — 4324923411 — 433421412 . 


Il existe un moyen facile de retenir cette formule, c’est la règle de Sarrus : on recopie les deux 
premières colonnes à droite de la matrice (colonnes grisées), puis on additionne les produits de trois 
termes en les regroupant selon la direction de la diagonale descendante (en bleu), et on soustrait 
ensuite les produits de trois termes regroupés selon la direction de la diagonale montante (en 


orange). 
A PA 
qh 711 4212 a11 a12 4ģ13 11 412 
aa a2 a22 a21 d2 dog) A21 422 
a31 a3h 432 d31 a32 a33 431 a32 
ER 
Exemple 283 
2 1 0 
Calculons le déterminant de la matrice A=|1 -1 3. 
3 2 1 


Par la règle de Sarrus : 


detA =2 x(—-1)x1+1x3x3+0x1x2-—3x(-1)x0-2x3x2-1x1x1=-—6. 


Attention : cette méthode ne s'applique pas pour les matrices de taille supérieure à 3. Nous 
verrons d’autres méthodes qui s'appliquent aux matrices carrées de toutes tailles et donc aussi 
aux matrices 3 x 3. 


1.3. Interprétation géométrique du déterminant 


On va voir qu’en dimension 2, les déterminants correspondent à des aires et en dimension 3 à des 
volumes. 

Donnons nous deux vecteurs v1 = (4) et v2 = (2) du plan R2. Ces deux vecteurs v1,v2 déterminent 
un parallélogramme. 
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y 
À 
V2 
J m 
+ 
O i X 


Proposition 140 


Laire du parallélogramme est donnée par la valeur absolue du déterminant : 


A= |det(v1, v2)| — |det f À | 
c 


De manière similaire, trois vecteurs de l’espace R : 


a11 a12 a13 
v1 =|a21 V2 = | a22 U3 = | a23 
a31 a32 a33 
définissent un parallélépipède. 
U 
v1 


A partir de ces trois vecteurs on définit, en juxtaposant les colonnes, une matrice et un détermi- 


nant : 
a11 Q12 413 
det(v1,v2,v3)=det| a21 a22 a23 


a31 432 Q33 


Proposition 141 


Le volume du parallélépipède est donné par la valeur absolue du déterminant : 


V = |det(v1,v2,u3)|. 


On prendra comme unité d’aire dans R? Paire du carré unité dont les côtés sont les vecteurs de la 
base canonique ((4),(9)), et comme unité de volume dans R?, le volume du cube unité. 


Démonstration 
Traitons le cas de la dimension 2. Le résultat est vrai si v1 = ($) et vo = (9). En effet, dans ce cas on a 


; 0 
affaire à un rectangle de côtés |a| et |d|, donc d’aire |ad|, alors que le déterminant de la matrice k 3) 


vaut ad. 
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Si les vecteurs v et v2 sont colinéaires alors le parallélogramme est aplati, donc d’aire nulle ; on calcule 
facilement que lorsque deux vecteurs sont colinéaires, leur déterminant est nul. 


Dans la suite on suppose que les vecteurs ne sont pas colinéaires. Notons v1 = (4) et v2 = (b). Si a #0, 
alors v}, = v2 — v1 est un vecteur vertical : v), = (ata): 

L'opération de remplacer v2 par v, ne change pas Paire du parallélogramme (c’est comme si on avait 
coupé le triangle vert et on l’avait collé à la place le triangle bleu). 


Cette opération ne change pas non plus le déterminant car on a toujours : 


a (0) 


det(v1, v9) = dafe at, 


| = ad — bc = det(v1,v2). 


On pose alors v} = (5) : Cest un vecteur horizontal. Encore une fois l'opération de remplacer vı par vi 
ne change ni laire des parallélogrammes ni le déterminant car 


a (0) 
0 d-Żc 


due, de |=ad-be= devenu 


On s’est donc ramené au premier cas d’un rectangle aux côtés parallèles aux axes, pour lequel le 
résultat est déjà acquis. 


Le cas tridimensionnel se traite de façon analogue. 
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Mini-exercices 


| et B = El s] calculer les déterminants de A, B, A x B, A +B, A", 


b f 
. Mêmes questions pour A = k À et B = E 
c c 


2 0 1 3 
2 -I 2|etB=|0 2 |. 
3 1 0 0 0 3 


2 
. Mêmes questions pour A = 2 


2. Définition du déterminant 


Cette partie est consacrée à la définition du déterminant. La définition du déterminant est assez 
abstraite et il faudra attendre encore un peu pour pouvoir vraiment calculer des déterminants. 


2.1. Définition et premières propriétés 


Nous allons caractériser le déterminant comme une application, qui à une matrice carrée associe 


un scalaire : 


det : M, (K) — K 
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Théorème 81. Existence et d’unicité du déterminant 


Il existe une unique application de M, (K) dans K, appelée déterminant, telle que 
(i) le déterminant est linéaire par rapport à chaque vecteur colonne, les autres étant fixés ; 


(Gi) si une matrice À a deux colonnes identiques, alors son déterminant est nul; 


(iii) le déterminant de la matrice identité I„ vaut 1. 


Une preuve de l'existence du déterminant sera donnée plus bas en section 2.4. 
On note le déterminant d’une matrice A = (a;;) par : 


@11 Q12 ` Qin 
a21 Q22 `° An 
detA ou 
Ani An2 ` Ann 
Si on note C; la i-ème colonne de A, alors 
detA =|C1 C2 +- C,l=det(C1,C2,...,Cn). 


Avec cette notation, la propriété (i) de linéarité par rapport à la colonne j sécrit : pour tout A, uE K, 
det(C1,..., 4C; + uC',...,Cn)= Adetl(C1,...,Cj,...,Cn) + udet(C1,...,C',..-,Cn), soit 


ai +o ÂGij+Hai; > &in au ‘‘* Qi e Gin Gi ‘* alj e Gin 
Qil da Aaij+ Ha; + Qin = À Qil T Qij ++ Qin +u ail ae a}; + Œinl. 
ani | anj + pa, j ++ Ann Ani ` Anj ‘‘ Ann Ani °|! ah + Ann 
Exemple 284 

6 5 4 6 1 4 

7 —10 -3|=5x|7 -2 -3 

12 25 -1 12 5 -1 


Car la seconde colonne est un multiple de 5. 


3 2 4-3 3 2 4 3 2 3 
7 -5 3-2|=|7 -5 3ļ|-|7 -5 2 
9 2 10-4 [9 2 10| |9 2 4 


Par linéarité sur la troisième colonne. 


Remarque 


— Une application de M,(K) dans K qui satisfait la propriété (i) est appelée forme multi- 
linéaire. 
— Si elle satisfait (ii), on dit qu’elle est alternée. 
Le déterminant est donc la seule forme multilinéaire alternée qui prend comme valeur 1 
sur la matrice I„. Les autres formes multilinéaires alternées sont les multiples scalaires du 
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l déterminant. On verra plus loin comment on peut calculer en pratique les déterminants. 


2.2. Premières propriétés 


Nous connaissons déjà le déterminant de deux matrices : 
— le déterminant de la matrice nulle 0, vaut 0 (par la propriété (ii)), 
— le déterminant de la matrice identité 7, vaut 1 (par la propriété (iii)). 


Donnons maintenant quelques propriétés importantes du déterminant : comment se comporte le 
déterminant face aux opérations élémentaires sur les colonnes ? 


Proposition 142 


Soit A € M,(K) une matrice ayant les colonnes C1,C2,...,Cn. On note A’ la matrice obtenue 
par une des opérations élémentaires sur les colonnes, qui sont : 


1. C; — AC; avec 4 #0 : A’ est obtenue en multipliant une colonne de A par un scalaire 
non nul. Alors det A’ = Adet A. 


. Ci —Ci+AC; avec AEK (et j Zi) : A’ est obtenue en ajoutant à une colonne de A un 


multiple d’une autre colonne de A. Alors det A’ = det A. 


. Ci = Cj : A' est obtenue en échangeant deux colonnes distinctes de A. Alors 


detA’ = -det A | 


Plus généralement pour (2) : opération C; — C; +} "_ A;C; ďajouter une combinaison linéaire 
jJ=1 JJ 
jżi 


des autres colonnes conserve le déterminant. 
Attention ! Echanger deux colonnes change le signe du déterminant. 


Démonstration 


1. La première propriété découle de la partie (i) de la définition du déterminant. 


2. Soit A = CA COM e O NE Ca) une matrice représentée par ses vecteurs colonnes C}. 
L'opération C; — C;+AC; transforme la matrice A en la matrice A’ = CA  Ci+AC; = C} 
Par linéarité par rapport à la colonne i, on sait que 

detA'=detA+Adet(C1 + Cj = Cj = Cn) 
Or les colonnes i et j de la matrice CA HC + CC; o C) sont identiques, donc son 
déterminant est nul. 

3. Si on échange les colonnes i et j de la matrice A = CA RC CC Ca) on 
obtient la matrice A’ = (Ci © Ci 0e Cj +e a où le vecteur C; se retrouve en 
colonne i et le vecteur C; en colonne j. Introduisons alors une troisième matrice B = 
C1 o OO a Cj+Ci -- l Cette matrice a deux colonnes distinctes égales, 


donc d’après (ii), det B = 0. 


D'un autre côté, nous pouvons développer ce déterminant en utilisant la propriété (i) de multili- 
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néarité, c’est-à-dire linéarité par rapport à chaque colonne. Ceci donne 


0 = detB = det [C1 = Ge 0 0 E) 
= det [C1 OC  CjtCi Ca) 
+det (C1 a O e O Ca] 
= det [C1 e. Ci + C; + Chn + det (C1 n Qy ce p = Cn) 
+det (C1 se Gy me O 00. + det [C1 Re LE. Ca) 
= detA+0+0+detA', 


encore grâce à (i) pour les deux déterminants nuls du milieu. 


Corollaire 31 


Si une colonne C; de la matrice A est combinaison linéaire des autres colonnes, alors det A = 0. 


2.3. Déterminants de matrices particulières 


Calculer des déterminants west pas toujours facile. Cependant il est facile de calculer le détermi- 
nant de matrices triangulaires. 


Proposition 143 


Le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure (ou inférieure) est égal au produit des 


termes diagonaux. 


Autrement dit, pour une matrice triangulaire A = (a;j) on a 


dj1 12 ces cas sse Qin 
O a22 a ... ... An 

detA = : | . | =€@11°4922 *‘‘ Ann. 
0 Li de ten O Ms 


Comme cas particulièrement important on obtient : 


Corollaire 32 


Le déterminant d’une matrice diagonale est égal au produit des termes diagonaux. 


Démonstration 


On traite le cas des matrices triangulaires supérieures (le cas des matrices triangulaires inférieures 
est identique). Soit donc 


@11 @12 ais =" in 
0O az a23 `° on 

A=| 0 0 a33 > azn], 
(0) (0) (0) ++ Ann 


La façon de procéder utilise l’algorithme du pivot de Gauss (sur les colonnes, alors qu’il est en général 
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défini sur les lignes). Par linéarité par rapport à la première colonne, on a 


1 a12 @i3 `> Qin 

0O az a23 `° on 
detA =a |0 0 a33 > al. 

0 0 (0) s= Ann 


On soustrait maintenant de chaque colonne C ;, pour j > 2, la colonne Cı multipliée par —-a1;. C’est 
ľopération élémentaire Cj —C;-a1;C1. Ceci ne modifie pas le déterminant d’après la section précé- 
dente. Il vient donc 


1 0 (0) 0 
a22 Q23 (277 
detA = a11 0 0 a3 dan 
0 0 0 + Ann 


Par linéarité par rapport à la deuxième colonne, on en déduit 


10 O `> oO 
1 a23 a2n 
det A = a11 422 0 © a33 > @3n ; 
0 0 O >> am 
et l’on continue ainsi jusqu’à avoir parcouru toutes les colonnes de la matrice. Au bout de n étapes, on 
a obtenu 
1 0 0 0 
1 0 
detA =a11-a2-a33-ann (0 0 1 0| =a11-a%2-a33---amn det 1}, 
0 0 0 1 


d’où le résultat, car det 7, = 1, par (iii). 


2.4. Démonstration de l’existence du déterminant 


La démonstration du théorème d'existence du déterminant, exposée ci-dessous, est ardue et pourra 
être gardée pour une seconde lecture. Par ailleurs, l’unicité du déterminant, plus difficile, est 
admise. 

Pour démontrer l’existence d’une application satisfaisant aux conditions (i), (ii), (iii) du théorème- 
définition 81, on donne une formule qui, de plus, nous offre une autre méthode de calcul pratique 
du déterminant d’une matrice, et on vérifie que les propriétés caractéristiques des déterminants 
sont satisfaites. On retrouvera cette formule, dite de développement par rapport à une ligne, en 
section 4.2. 

Notation. Soit À € Mn(K) une matrice carrée de taille n x n. Il est évident que si l’on supprime 
une ligne et une colonne dans À, la matrice obtenue a n — 1 lignes et n — 1 colonnes. On note A; j 
ou À;; la matrice obtenue en supprimant la i-ème ligne et la j-ème colonne de A. Le théorème 
d'existence peut s’énoncer de la façon suivante : 
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Théorème 82. Existence du déterminant 


Les formules suivantes définissent par récurrence, pour n > 1, une application de M,(K) dans 
K qui satisfait aux propriétés (i), (ii), (iii) caractérisant le déterminant : 
- Déterminant d’une matrice 1 x 1. Sia €K et À = (a), det A = a. 
- Formule de récurrence. Si A = (a; j) est une matrice carrée de taille n x n, alors pour 
tout i fixé 


detA = (-1)+ 1a; 1 detA; 1 +(—-1) *Za;odetA;2+-.+(—1)*"a;ndetA;n. 


Démonstration 
La preuve se fait par récurrence sur l’ordre des matrices. 
Initialisation. Dans le cas n = 1, il est évident que toutes les propriétés souhaitées sont satisfaites. 


Hérédité. Supposons maintenant que ľapplication det : M,_1(K) — K soit définie et satisfasse les 


propriétés (i), (ii) et (iii). Pour faciliter l'exposition, la preuve va être faite pour i = n. Soit A = (a; j) 
a1,j j 


notée aussi À = (C1 +- Cn) où C} -| : 


An,j 
colonne à (n — 1) éléments, égale à C ; privée de son dernier coefficient. 


- Propriété (i). 
Il s’agit de vérifier que l’application 


a,j 
| est la j-ème colonne de A. On notera aussi C; = | ; | la 


an-1,j 


At detA = C ani detAn,1 + io detAn 2+: + (1) an,n detAn,n 


est linéaire par rapport à chaque colonne. Nous allons le prouver pour la dernière colonne, 
c’est-à-dire que : 


det(C1,...,Cn-1,4C!, + uC!) = (detiOi.. OL OL) +udeilCi,.…, Cr 1,0). 


Notons A,A',A” les matrices (C1---Ch-1---AC', + HCH), (C1---Cn-1---C7,) et (C1---Cn-1---C7), 
et A»,j, A p A” j les sous-matrices extraites en enlevant n-ème ligne et la j-ème colonne. En 
f =, I 


comparant les différentes matrices, on constate que a, = Onj = tnj si jJ <n tandis que an,n = 


An + Han. Similairement, À}, „n = A" n = Ann = (C1:::Cn-1) puisque la n-ème colonne est 
enlevée. Par contre, pour j <n, A», TAn PA, j ont leurs (n — 2) premières colonnes identiques, 
et diffèrent par la dernière. Comme ce sont des déterminants de taille n — 1, on peut utiliser 


l'hypothèse de récurrence : 


detAn,j detl Cr Crha Cr LAC, + uC!) 
Adetli- C6 1 CO, 1.0,)-udet(Cr..,C; 1, Car... Cn 1,0) 


AdetA,, ;+udetA, ; 


Finalement, en mettant de côté dans la somme le n-ème terme : 


det A (1) lan 1 det An 1 + (—1) an det A2 +-+(-1) an ndetAn,n 


Il 
e 


n—1 i 
5 (-D"#a jdetAn, ) dla detd.. 
J=1 


n-1 ; 
Y CDan j(AdetA', ;+udet A p) +(—1) (al, + ua! „)detAn,n 
J=1 


n r n : 
À NME ;detA’, ;+ Ce ;det A ; 
= = 


AdetA'+udetA” 


3. 


3.1. 
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La démonstration est similaire pour les autres colonnes (on peut aussi utiliser la propriété (ii) 
ci-dessous). 

- Propriété (ii). 
Supposons que C, = Cs pour r < s. Si k est différent de r et de s, la matrice À, ; possède encore 
deux colonnes identiques C, et Čs. Par hypothèse de récurrence, det A, x = 0. Par conséquent, 


det A =(-1)"" det A, +(-1)"*detAns 


Or Anr et A, possèdent toutes les deux les mêmes colonnes : A», = (Ci =C iCar Ceh) 
et Ans = (C1: Cr+ Cs-1Cs+1 Cn), car Č, = Cs. Pour passer de An s à An r, il faut faire s-r- 1 
échanges de colonnes C j> C j+1 successifs, qui par hypothèse de récurrence changent le signe 
par (—1)S 7-1 : detAh,s = CI: detA, ,r. On conclut immédiatement que 


det A = ((-1)%*7 + (—1)”+?s="-1) det Anr = 0. 


- Propriété (iii). Si l’on considère pour A la matrice identité I„, ses coefficients a; j; sont tels 
que : 
i=j —ai;=1 
i $ j= Qi j= 0. 
Donc det I, = (—1)”*” detAn,n. Or, la matrice An n obtenue à partir de la matrice identité en 
supprimant la dernière ligne et la dernière colonne est la matrice identité de taille (n— 1) x(n -—1). 
Par hypothèse de récurrence, on a det In-1 = 1. On en déduit det In = 1. 


Conclusion. Le principe de récurrence termine la preuve du théorème d’existence du déterminant. 


Remarque 


La définition donnée ci-dessus suppose le choix d’un indice à de ligne (i = n dans la démonstra- 
tion) et peut paraître arbitraire. Alors se pose naturellement la question : que se passe-t-il si 
l’on prend une autre valeur de i ? L'unicité du déterminant d’une matrice permet de répondre : 
quelle que soit la ligne choisie, le résultat est le même. 


Mini-exercices 


. En utilisant la linéarité du déterminant, calculer det(—1,). 


. Pour A € M, (K), calculer det(1A) en fonction de det A. 


. Montrer que le déterminant reste invariant par l'opération C; — Ci+Y;-1.n AjC; (on 
jżi 
ajoute à une colonne de A une combinaison linéaire des autres colonnes de A). 


Propriétés du déterminant 


Nous allons voir trois propriétés importantes du déterminant : le déterminant d’un produit de 
matrices, le déterminant de l'inverse d’une matrice, le déterminant de la transposée d’une matrice. 


Pour prouver ces propriétés, nous aurons besoin des matrices élémentaires. 


Déterminant et matrices élémentaires 


Pour chacune des opérations élémentaires sur les colonnes d’une matrice À, on associe une matrice 
élémentaire E, telle que la matrice obtenue par opération élémentaire sur A soit A = A x E. 
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1. C; — AC; avec 1/0: EG; ac, = diag(1,...,1,1,1,...,1) est la matrice diagonale ne compor- 
tant que des 1, sauf en position (5, i); 


2. Ci — Ci+AC j avec AEK (et j # i) : Ec,-c;+1ac; est comme la matrice identité, sauf en position 
(j,i) où son coefficient vaut À ; 


3. Ci => C; : Ec;-c; est comme la matrice identité, sauf que ses coefficients (5,1) et (J, J) s’an- 
nulent, tandis que les coefficients (i, j) et (j,i) valent 1. 


Ec;-c;+10, = L Ec:;-c; = 


Nous allons détailler le cas de chaque opération et son effet sur le déterminant : 
Proposition 144 


1. detEc;-ac; = À 


D detEc;-c;+àc, = +1 
3. detEc,-c,=-1 


4. Si E est une des matrices élémentaires ci-dessus, det(A x Æ) = det A x detE 


Démonstration 
Nous utilisons les propositions 142 et 143. 


1. La matrice Ec;. 10, est une matrice diagonale, tous les éléments diagonaux valent 1, sauf un 
qui vaut 1. Donc son déterminant vaut 1. 


2. La matrice Ec;.c;+ac, est triangulaire inférieure ou supérieure avec des 1 sur la diagonale. 
Donc son déterminant vaut 1. 


8. La matrice Ec;-c; est aussi obtenue en échangeant les colonnes i et j de la matrice 7,. Donc 
son déterminant vaut —1. 


4. La formule detA x E = detA x detE est une conséquence immédiate de la proposition 142. 


Cette proposition nous permet de calculer le déterminant d’une matrice À de façon relativement 
simple, en utilisant l’algorithme de Gauss. En effet, si en multipliant successivement A par des 
matrices élémentaires E1,...,E, on obtient une matrice T échelonnée, donc triangulaire. 


T=A.E..E, 
alors, en appliquant r-fois la proposition précédente, on obtient : 
detT = det(A-E;...ÆE,) 
= det(A-E1:.Æ£, 1) detE, 
= detA-det£:1-detÆo:--detE, 


Comme on sait calculer le déterminant de la matrice triangulaire T et les déterminants des 
matrices élémentaires E;, on en déduit le déterminant de A. 
En pratique cela ce passe comme sur l’exemple suivant. 
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Exemple 285 
0 3 2 
Calculer detA, où A=|1 -6 6 
5 9 1 
0 3 2 
detA = det|1 -6 6 
5 9 1 
3 0 2 
= (-1)xdet|-6 1 6 opération C1 > C2 pour avoir un pivot en haut à gauche 
9 5 1 
1 0 2 
= (-1)x3xdet|-2 1 6 Cı- iC 1 (inéarité par rapport à la première colonne) 
3 5 1 
1 0 
= (-1)x3xdet|-2 1 10 C3 — C3- 2C1 
3 5 -5 
1 0 0 
= (-1)x3xdet|-2 1 0 Cs — C3- 10C92 
3 5 -55 
= (-1)x3 x(-55) car la matrice est triangulaire 
= 165 


3.2. Déterminant d’un produit 


Théorème 83 


det(A B) = det A -det B | 


Démonstration 


La preuve utilise les matrices élémentaires; en effet, par la proposition 144, pour A une matrice 
quelconque et E une matrice d’une opération élémentaire alors : 


det(A x E) = det A x det E. 
Passons maintenant à la démonstration du théorème. On a vu dans le chapitre «Matrices» qu’une 


matrice B est inversible si et seulement si sa forme échelonnée réduite par le pivot de Gauss est égale 
à In, c’est-à-dire qu’il existe des matrices élémentaires E; telles que 


BE;-.E,=1,. 
D’après la remarque préliminaire appliquée r fois, on a 
det(B-E1E0...E,)-detB -detE:-detE2---detE, = detZ, = 1 
On en déduit 


1 


ianea a 
aa EE eE 


1460 | Déterminants 


Pour la matrice AB, il vient 
(AB)-(E1---E,;)=A:I,=A. 
Ainsi 
det(ABE1---E,)=det(AB)-detE1---detE, = detA. 


Donc : 


1 
AB) = det A x 2 = det A B. 
det(AB) = detA x TE CE. detA x det 


D'où le résultat dans ce cas. 


Si B n’est pas inversible, rg B < n, il existe donc une relation de dépendance linéaire entre les colonnes 
de B, ce qui revient à dire qu’il existe un vecteur colonne X tel que BX = 0. Donc detB = 0, d’après le 
corollaire 31. Or BX = 0 implique (AB)X = 0. Ainsi AB n’est pas inversible non plus, d’où det(AB) = 
0 = det A detB dans ce cas également. 


3.3. Déterminant des matrices inversibles 
Comment savoir si une matrice est inversible ? Il suffit de calculer son déterminant! 


Corollaire 33 


Une matrice carrée A est inversible si et seulement si son déterminant est non nul. De plus 


si A est inversible, alors : 


Démonstration 


- Si A est inversible, il existe une matrice A! telle que AA! = I„, donc det(A)det(A”1) = detI, = 
1. On en déduit que det A est non nul et det(A7 1) = m 7E 
— Si À n’est pas inversible, alors elle est de rang strictement inférieur à n. Il existe donc une 
relation de dépendance linéaire entre ses colonnes, c’est-à-dire qu’au moins l’une de ses colonnes 


est combinaison linéaire des autres. On en déduit det A = 0. 
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Deux matrices semblables ont même déterminant. 
En effet : soit B = P71AP avec P € GL, (K) une matrice inversible. Par multiplicativité du 
déterminant, on en déduit que : 


det B = det(P7 1AP) = det Pt det A detP = det A, 


: sÏ- 1 
puisque det P~ = 25. 


3.4. Déterminant de la transposée 
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Corollaire 34 


det (AT) = det A 


Démonstration 


Commençons par remarquer que la matrice E d’une opération élémentaire est soit triangulaire (sub- 
stitution), soit symétrique c’est-à-dire égale à leur transposée (échange de lignes et homothétie). On 
vérifie facilement que det ET = det E. 
Supposons d’abord que À soit inversible. On peut alors l'écrire comme produit de matrices élémentaires, 
A=E;...£E,. On a alors 

AN ET 


et 
det(AT) = det(ÆT)...det(ET) = det(E,)---det(E1) = det(A). 


D'autre part, si A n’est pas inversible, alors AT n’est pas inversible non plus, et det A =0=detAT. 


Remarque 


Une conséquence du dernier résultat, est que par transposition, tout ce que l’on a dit des 
déterminants à propos des colonnes est vrai pour les lignes. Ainsi, le déterminant est multili- 
néaire par rapport aux lignes, si une matrice a deux lignes égales, son déterminant est nul, on 
ne modifie pas un déterminant en ajoutant à une ligne une combinaison linéaire des autres 


lignes, etc. 


Voici le détail pour les opérations élémentaires sur les lignes : 
1. L; — AL; avec À Z 0 : le déterminant est multiplié par À. 
2. Lij-L;+AL; avec AEK (et j À i) : le déterminant ne change pas. 


3. Li + Lj : le déterminant change de signe. 


Mini-exercices 


a 1 3 1 0 2 
. Soient A=|0 b 2|etB=|0 d 0J. Calculer, lorsque cest possible, les détermi- 
0 0 c -2 0 1 
nants des matrices A, B, A 1, B71, AT, BT, AB, BA. 


. Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes en se ramenant par des 


opérations élémentaires à une matrice triangulaire. 


mrena 
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4. Calculs de déterminants 


Une des techniques les plus utiles pour calculer un déterminant est le «développement par rapport 
à une ligne (ou une colonne)». 


4.1. Cofacteur 


Définition 123 


Soit A = (a;j) € M,(K) une matrice carrée. 
- On note A;j la matrice extraite, obtenue en effaçant la ligne : et la colonne j de A. 
- Le nombre det À; ; est un mineur d'ordre n — 1 de la matrice A. 
- Le nombre C;; = (-1){*/ det A; j est le cofacteur de A relatif au coefficient a;j. 


Qail +. Qij-1 NN G1,j+1 +. Gin 
Qi-1,1 ce @i-1,j-1 @i-l,j Gi 1 j+1 .. Qi-ln 
A tij Gap o ia 
Qi+1,1 ce Qi+1,j-1 M Qi+lj+l +. Qi+l,n 
Qani :. Qn j-1 @nj Qn, j+ -: Ann 
@1,1 -Q1 j-1 @1,j+1 > in 
A = |C + Qi-Lj-1 Qi-Lj+l + Gin 
GRETA +- Qi+lj-1 @i+lj+l e> Qi+ln 
dn,1 .. Qn, j-1 Qn j+1 .. QAn,n 
Exemple 287 
1 2 3 
Soit A=|4 2 1ļ. Calculons A11,C11,432, C32 
0 1 1 
EH 2 3 
2 1 1+1 
A11= 4 2 1 = + à C11=(-1) * detA:11 = +1. 
O 1 1 
1 2 
1 3 3+2 
À 32 = 4 2 = nE C32 = (—1)°*4 det A 39 = (—1) x (—11) = 11. 
0 H 1 
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Pour déterminer si C;; = +detA;; ou Ci; = -det A;j, on peut se souvenir que l’on associe des signes 
en suivant le schéma d’un échiquier : 


Donc C11 = +det A11, C12 = — det A12, C21 = — det A921... 


4.2. Développement suivant une ligne ou une colonne 


Théorème 84. Développement suivant une ligne ou une colonne 


Formule de développement par rapport à la ligne i : 


n ce n 
det À = X (-D*a;;detA;; = X aijCij 
= = 


JE 
Formule de développement par rapport à la colonne j : 
n 


aA n 
det A = X -D aijdetAij — D QijĈij 


i=1 i=1 


Démonstration 


Nous avons déjà démontré la formule de développement suivant une ligne lors de la démonstration du 
théorème 81 d'existence et d’unicité du déterminant. Comme det A = det AT, on en déduit la formule 
de développement par rapport à une colonne. 


Exemple 288 


Retrouvons la formule des déterminants 3 x 3, déjà présentée par la règle de Sarrus, en 
développement par rapport à la première ligne. 


a11 Q12 Q13 
a21 Q22 Q23 
a31 432 Q33 


a11C11 +a12C12 + a13C13 


a22 Q23 a21 a21 422 

a32 33 a31 a31 432 

= d11(a220433 — A432423) — a 12(4 21433 — 431423) 
+a13(a21432 — 431422) 

= Q11022033— 011432423 + 412431023 — 412421433 
+4@13421432 — 4134310 22. 


a23 
=  a11 — 412 +a13 


4.3. Exemple 


ETZA Déterminants 


Exemple 289 
4 0 3 1 
4 2 1 
A= j 
0 3 1 -1 
102 3 
On choisit de développer par rapport à la seconde colonne (car c’est là qu’il y a le plus de 
zéros) : 
detA = 0C12+2C22+3C32+0C42 développement par rapport à la deuxième colonne 
4 3 1 4 3 1 
= +210 1 -—1|-3|4 1 0| on n'oublie pas les signes des cofacteurs 
1 2 3 1 2 3 
on recommence en développant chacun de ces deux déterminants 3 x 3 
1 -1 3 1 3 
= +2|+4 —0 +1 par rapport à la première colonne 
2 3 2 3 1 -1 
3 1 4 1 4 3 
-3 -1 2 3 +1 i3 —0 1 à | par rapport à la deuxième ligne 
= +2(+4x5-0+1x(-4))-3(-4x7+1x11-0) 
= 83 
Remarque 


Le développement par rapport à une ligne permet de ramener le calcul d’un déterminant 
n xn à celui de n déterminants (n — 1) x (n — 1). Par récurrence descendante, on se ramène 
ainsi au calcul de n! sous-déterminants, ce qui devient vite fastidieux. C’est pourquoi le 
développement par rapport à une ligne ou une colonne n’est utile pour calculer explicitement 
un déterminant que si la matrice de départ a beaucoup de zéros. On commence donc souvent 
par faire apparaître un maximum de zéros par des opérations élémentaires sur les lignes 
et/ou les colonnes qui ne modifient pas le déterminant, avant de développer le déterminant 
suivant la ligne ou la colonne qui a le plus de zéros. 


4.4. Inverse d’une matrice 


Soit À € M,(K) une matrice carrée. 
Nous lui associons la matrice C des cofacteurs, appelée comatrice, et notée Com(A) : 


C1 C2 > Cin 


C21 C22 > Con 
C=(Ci)=|] . ; ; 


Chi Cn as Can 
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Théorème 85 


Soient À une matrice inversible, et C sa comatrice. On a alors 


-1_ 1 T 
detA 


Exemple 290 
1 1 0 

Soit À =| 0 1 1 |. Le calcul donne que detA = 2. La comatrice C s'obtient en calculant 
1 0 1 


9 déterminants 2 x 2 (sans oublier les signes +/—). On trouve : 


1 1 -1 1 -1 1 

C=|-1 1 1 et donc A = : g 1 1 -1 
det A 2 

1 -1 -1 1 


La démonstration se déduit directement du lemme suivant. 


Lemme 11 


Soit A une matrice (inversible ou pas) et C sa comatrice. Alors AC T = (det A)I„, autrement 


dit 
detA sii=j 


Marc a 0 
f 


sinon 


Démonstration 


Le terme de position (i, j) dans ACT est Èz adik jk, et donc si i = j, le résultat découle de la formule de 
développement par rapport à la ligne i. 

Pour le cas i Z j, imaginons que l’on remplace À par une matrice À’ = (a;;) identique, si ce n’est que la 
ligne L ; est remplacée par la ligne L;, autrement dit a”, = aip pour tout k. De plus, comme A’ possède 
deux lignes identiques, son déterminant est nul. On appelle C’ la comatrice de À’, et la formule de 
développement pour la ligne j de À’ donne 


0 = det A’ = LanCix = LaiCix 


Or, C’ se calcule à partir de la matrice extraite A’, qui ne contient que les éléments de A’ sur les 
lignes différentes de j et colonnes différents de k. Mais sur les lignes différentes de j, A’ est identique 
à À, donc Cr = C'j. On conclut que X} aikC'y = 0. 


Finalement, 
det A 0 ne, 0 
CSI a Er cr 
: Eo 0 
0 Fe 0 detA 


et en particulier, si det A # 0, c’est-à-dire si A est inversible, alors on a 


-1_ 1 T 
detA 
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Mini-exercices 


2 0 -2 t 0 t 
1. Soient A=|0 1 -1|etB=|0 + 0J. Calculer les matrices extraites, les mineurs 


2 0 0 —t 0 t 
d'ordre 2 et les cofacteurs de chacune des matrices A et B. En déduire le déterminant 


de À et de B. En déduire l'inverse de A et de B lorsque c’est possible. 


. Par développement suivant une ligne (ou une colonne) bien choisie, calculer les déter- 
minants : 


=l 


. En utilisant la formule de développement par rapport à une ligne, recalculer le déter- 


minant d’une matrice triangulaire. 


5. Applications des déterminants 
Nous allons voir plusieurs applications des déterminants. 


5.1. Méthode de Cramer 


Le théorème suivant, appelé règle de Cramer, donne une formule explicite pour la solution de 
certains systèmes d'équations linéaires ayant autant d'équations que d’inconnues. Considérons le 


système d'équations linéaires à n équations et n inconnues suivant : 


a11%1 +a12%2 ++ QinXn = bı 
@21X1 +a22X2 ++ QonXn = bo 
An1X1 +An2X2 ++ AnnXn = bn 


Ce système peut aussi s’écrire sous forme matricielle AX = B où 


@11 Q12 ` Gin x1 bı 

a21 Q22 `° An x2 b2 
Aaz a "7 jeM,K, X=| l | et B= 

Ani An2 ` Ann Xn bn 


Définissons la matrice A ; € M, (K) par 


Qil ve Qi j-1 b1 Bit Gi 

a21 ... Q2j-1 b2 @2j+1 .. @2n 
Aj= ; : 

Anl e. Qn,j-1 bn Qn j+1 … Ann 


Autrement dit, A; est la matrice obtenue en remplaçant la j-ème colonne de A par le second 
membre B. La règle de Cramer va nous permettre de calculer la solution du système dans le cas 
où det A # 0 en fonction des déterminants des matrices À et Aj. 
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Théorème 86. Règle de Cramer 


Soit 

AX =B 
un système de n équations à n inconnues. Supposons que det À # 0. Alors l’unique solution 
(x1,x%2,...,Xn) du système est donnée par : 


_ detA; de det A2 ne detA»h 
~ detA 27 detA r n- detA 


X1 


Démonstration 


Nous avons supposé que detA # 0. Donc A est inversible. Alors X = AB est l’unique solution du 


système. D'autre part, nous avons vu que A~! = zC T où C est la comatrice. Donc X = m zC TB. En 


développant, 


X1 i Cu se Cani bı i C1101+C2102+--+Cnidn 
ESI a : 5 : = p 
detA | : i ù det A i 
Xn Cin Cr bn Cindb1+C2n02+---+Cnndn 
C'est-à-dire 
P _ Cibi +- +Cnibn a r _ Cinbi+--+Cnnbn 
T det A dose detA DR detA 


Mais b1C1i+-..+bhCh; est le développement en cofacteurs de det A; par rapport à sa i-ème colonne. 
Donc 


PE det A; i 
“i= JetA 
Exemple 291 
Résolvons le système suivant : 
X1 + 2x3 = 6 
—8x1 + 4x2 + 6x3 = 80 
—X1] — 2xo + 3x3 = 8 
Ona 
1 02 6 
A=| -3 46 B=| 30 
-1 -2 3 8 
6 0 2 1 6 2 1 0 6 
A1=| 30 4 6 A2=| -3 30 6 A3=| -3 4 30 
8 -2 3 -1 8 3 -1 -2 8 
et 


detA = 44 det A1 = —40 detA» = 72 det A3 = 152. 


La solution est alors 


detA 40 10 _detAs 72 18 _detAs 152 38 


“atA 4 1 “detA 4 11 à "T detA 4 Ii 


X1 


La méthode de Cramer n’est pas la méthode la plus efficace pour résoudre un système, mais est 
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utile si le système contient des paramètres. 


5.2. Déterminant et base 


Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Fixons une base de E. On veut décider si n vecteurs 
U1,U2,...,Un forment aussi une base de E. Pour cela, on écrit la matrice À € M,(K) dont la j-ème 
colonne est formée des coordonnées du vecteur v; par rapport à la base 3 (comme pour la matrice 
de passage). Le calcul de déterminant apporte la réponse à notre problème. 


Théorème 87 


Soit E un K espace vectoriel de dimension n, et v1,u2,...,v,, n vecteurs de E. Soit À la 
matrice obtenue en juxtaposant les coordonnées des vecteurs par rapport à une base Z de E. 
Les vecteurs (v1,v2,...,v,) forment une base de E si et seulement si det À # 0. 


Corollaire 35 


Une famille de n vecteurs de R” 


forme une base si et seulement si det (a;;) Z 0. 


Exemple 292 


Pour quelles valeurs de a,b € R les vecteurs 


a b 
a b 0 
b 0 


forment une base de R? ? Pour répondre, il suffit de calculer le déterminant 


Conclusion : si a? Z —b3 alors les trois vecteurs forment une base de R3. Si a3 = —b° alors les 
trois vecteurs sont liés. (Exercice : montrer que a? + b? = 0 si et seulement si a = -b.) 


Démonstration 


La preuve fait appel à des résultats du chapitre «Matrices et applications linéaires» (section «Rang 
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d’une famille de vecteurs») : 


(U1,U2,...,Un) forment une base < rg(vi,v2,...,un)=n 
<> rgÂ=n 
<— A est inversible 
<> detA#0 


5.3. Mineurs d’une matrice 


Définition 124 


Soit A = (aij) € Mn p(K) une matrice à n lignes et p colonnes à coefficients dans K. Soit k un 
entier inférieur à n et à p. On appelle mineur d'ordre k le déterminant d’une matrice carrée 
de taille k obtenue à partir de À en supprimant n — k lignes et p — k colonnes. 


Noter que À n’a pas besoin d’être une matrice carrée. 


Exemple 293 


Soit la matrice 


Un mineur d'ordre 1 est simplement un coefficient de la matrice À. 
Un mineur d'ordre 2 est le déterminant d’une matrice 2 x 2 extraite de A. Par exemple 


en ne retenant que la ligne 1 et 3 et la colonne 2 et 4, on obtient la matrice extraite 


2 4 
f . Donc un des mineurs d’ordre 2 de A est f 5 =6. 


— Un mineur d'ordre 3 est le déterminant d’une matrice 3 x 3 extraite de A. Par exemple, 
en ne retenant que les colonnes 1, 3 et 4 on obtient le mineur 


1 
1 — 28 
0 


Ome wv 
où 1 & 
Il 


Il n’y a pas de mineur d’ordre 4 (car la matrice n’a que 3 lignes). 


5.4. Calcul du rang d’une matrice 
Rappelons la définition du rang d’une matrice. 
Définition 125 


Le rang d’une matrice est la dimension de l’espace vectoriel engendré par les vecteurs colonnes. 
C’est donc le maximum de vecteurs colonnes linéairement indépendants. 
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Théorème 88 


Le rang d’une matrice A € M, p(K) est le plus grand entier r tel qu’il existe un mineur 


d'ordre r extrait de À non nul. 


La preuve sera vue en section 5.6. 


Exemple 294 


Soit a un paramètre réel. Calculons le rang de la matrice A € M3 4(R) : 
1 1 2 1 
A=|1 2 3 1 
RE 1 


- Clairement, le rang ne peut pas être égal à 4, puisque 4 vecteurs de R? ne sauraient être 
indépendants. 

— On obtient les mineurs d’ordre 3 de A en supprimant une colonne. Calculons le mineur 
d'ordre 3 obtenu en supprimant la première colonne, en le développant par rapport à sa 
première colonne : 


Hi 
N 
m 


3 1 
a 1 


2 1 
a 1 


2 1 
+ 
3 1 


N 
Co 
a 


= — =a—2. 


Par conséquent, si æ À 2, le mineur précédent est non nul et le rang de la matrice A est 
3. 
— Si qa = 2, on vérifie que les 4 mineurs ď’'ordre 3 de A sont nuls : 


1 2 1| |1 2 1| |1 1 1 1 2 
2 3 1|=|1 3 1|=|1 2 1|/=11 2 3|=0 
1 2 1| |1 2 1| |1 1 1 1 2 


= 1 (lignes 1,2, colonnes 


1 
Donc dans ce cas, A est de rang inférieur ou égal à 2. Or i9 


1,2 de A) est un mineur dď’ordre 2 non nul. Donc si a = 2 , le rang de A est 2. 


5.5. Rang d’une matrice transposée 


Proposition 145 


Le rang de A est égal au rang de sa transposée AT. 
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Démonstration 


Les mineurs de AT sont obtenus à partir des mineurs de A par transposition. Comme les déterminants 
d’une matrice et de sa transposée sont égaux, la proposition découle de la caractérisation du rang d’une 
matrice à l’aide des mineurs (théorème 88). 


5.6. Indépendance et déterminant 


Revenons sur le théorème 88 et sa preuve avec une version améliorée. 
Théorème 89. Caractérisation de l'indépendance linéaire de p vecteurs 


Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et % = (e1,...,e,) une base de E. Soient v1,...,Up 


des vecteurs de E avec p < n. Posons vj = }”_,aije; pour 1 < j <n. Alors les vecteurs 


{v1,...,v)} forment une famille libre si et seulement s’il existe un mineur d’ordre p non nul 
extrait de la matrice A = (a; j) € M, p(K). 


Démonstration 


Supposons d’abord que la famille F = {v1,...,V p} soit libre. 

— Si p =n, le résultat est une conséquence du théorème 87. 

- Si p < n, on peut appliquer le théorème de la base incomplète à la famille F et à la 
base Z = {e1,...,e,}; et quitte à renuméroter les vecteurs de Z, on peut supposer que 
B' = (V1... ,Up;€p+1;...;€n) est une base de E. (Note : cette renumérotation change l’ordre 
de e;, autrement dit échange les lignes de la matrice À, ce qui n’a pas d'impact sur ses mi- 
neurs; on appellera encore Z la base renumérotée.) La matrice P de passage de Z vers Z' 
contient les composantes des vecteurs (v1,...,Up,ep+1,...,en) par rapport à la base (renumérotée) 
B = (e1,...,€n) est 


d1,1 er @1,p ONF O0 

P = 
api e app O- 0 
Œp+1,1 +- Ap+1,p T oa 0 
an,1 m anp omy l 


Le déterminant detP est non nul puisque les vecteurs (v1,...,Up,€p+1,.--,€n) forment une base 
de E. Or ce déterminant se calcule en développant par rapport aux dernières colonnes autant de 
fois que nécessaire (soit n — p fois). Et lon trouve que 


d1,1 -- Qip 
detP = 
ap +. p,p 
d1,1 -.- Qip 
Le mineur | : 75. : | est donc non nul. 
GRH o Gp 


Montrons maintenant la réciproque. Supposons que le mineur correspondant aux lignes i1,i9,...,1p 
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soit non nul. Autrement dit, la matrice 
Qil +. Qip 
B= 
Qip, l + Qipp 
satisfait det B # 0. Supposons aussi 
Aiuri t + ApUp =0 


En exprimant chaque v; dans la base (e1,...,€n), on voit aisément que cette relation équivaut au 
système suivant à n lignes et p inconnues : 


@114,1 + . + GipAp = 0 
aalihi + ~ + G2pAp = 0 
Gn1A1 + . + GnplAp = 0 


Ce qui implique, en ne retenant que les lignes i1,...,ip : 


AA + o + Gupp = 0 
ai F o F aprpip = 0 
ai, 141 +... + di,,pAp = 0 
ce qui s'écrit matriciellement 
A 
B| : |=0 
Àp 
Comme B est inversible (car det B # 0), cela implique À1 = --- = À, = 0. Ce qui montre l'indépendance 


des v;. 


Mini-exercices 


ty +2 
1. Résoudre ce système linéaire, en fonction du paramètre tER:4 2x+ty 


—=y+iz = 


2. Pour quelles valeurs de a,b ER, les vecteurs suivants forment-ils une base de RË? 


3. Calculer le rang de la matrice suivante selon les paramètres a,b € R. 
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